Diferenciabilidad de funciones de varias variables

6

X :
: 0,0

1.- Sea la funcién f(x,y)= (x2 —yi+ x° si{xy)#( ) Probar que:
0 si(x,y)=(0,0)

a) Existen las derivadas parciales de f en (0, 0).

b)f no es continua en (0,0). .
Solucion

1 .
iy 0
2.- Sea la funcion f(x,y)= (x+y) sen X+y six+y=0

0 six+y=0

a) Probar que f es continua en (0,0).
b) ¢Es f diferenciable en (0, 0)? (Nota: investigar la existencia de derivadas

parciales). .
Solucion

x3 _
) 0,0
3.- Hallar la derivada direccional de z=1{x*+y? 3! (X y)i( )
0 si(x,y)=(0,0)

en el punto (0,0),

segun la direccion del vector = (Z,2) :

Soluicion

4.- La férmula que mide el efecto enfriador del viento viene dada por
E = 0,0817 (3,71+/v +5,81-0,25V)(T-91,4) + 91,4
donde v es la velocidad del viento en millas/h y T la temperatura en grados Fahrenheit.

Supongamos que la velocidad del viento es 23 + 3 millas/h y la temperatura 8° £ 1°.
Usar dE para estimar el error propagado maximo y el error relativo al calcular el efecto

enfriador E. .
Solucion

5.- La superficie de una montafia admite aproximadamente el modelo:

h(x,y) =5000—-0.001x* —0.004 y*.
Si un montafiero se encuentra en el punto (50, 300, 4390), ¢(En qué direccion debe
moverse si desea ascender con la mayor rapidez posible?

Soluicion

6.- La temperatura en un entorno del origen viene dada por una funcion de la forma
T(x,y) =T, +e” sen x. Hallar la trayectoria seguida por una particula, originada en el

origen, que huye del calor. Hallar la variacion de temperatura que experimentaria la
particula si tomase la direccion del vector U = (1,-2).

Soluicion

7.- Un campo escalar diferenciable z = f(x, y) tiene, en el punto P(1,2) las derivadas
direccionales +2 en direccion al punto A(2,2) y -2 en direccion al punto B(1,1).
Determinar el vector gradiente en P y calcular la derivada direccional en P en direccion

al punto C(4,6). -
Solucion

8.- Hallar la constante ¢ tal que en todo punto de la interseccién de las dos esferas
(x—c) +y?+22 =3 ; x> +(y-c)+z? =1
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables
los planos tangentes correspondientes sean perpendiculares entre si.

Solucion
X = Cost

9.- Un pato esta nadando a lo largo de la circunferencia unidad { cent y la
y:

temperatura del agua en el estanque esta dada por la expresién T = x*e¥ — x y°. Hallar el

. L T .
coeficiente de variacion de la temperatura % gue puede sentir el pato:

a) Expresando T en términos de t y diferenciando.
b)Mediante la regla de la cadena.

Solucion

X=U+V
10.- ElI cambio de variables { , transforma z = f(x,y) en z = g(u,v). Calcular el
y=uv
2 2 2 2 2
valor de 2% encel punto u =1, v =1, sabiendo que a_e ]; 9 z _ot _of =len
ovou oy OX° 0y° oOxoy OyoX
dicho punto.

Solucion

11.- La ecuacién xy + xz° + zy + 1 = 0 define implicitamente una funcién real de dos
variables reales z=f(x,y).
a) Hallar el vector gradiente de f en el punto P(-1,1,0).
b) Calcular la derivada direccional de z en P en la direccion de descenso mas
pronunciado.

c) Dar la ecuacién del plano tangente a la superficie z en el punto P.
2

d) Hallar % en P.

Soluicion

12.- Dada la funcion f(x, y) = x-tg y, se pide:
a) Hallar el dominio de f.

b) Dar las direcciones de maximo y nulo crecimiento de f en el punto P(Z,g) .

c) Calcular la derivada direccional h(a) de f en P en la direccion que forma un angulo
a con el eje de abscisas.

d) Hallar la aproximacion lineal (plano tangente) de f(x,y) en P.

e) Suponiendo que el error estimado al medir la magnitud “x” es de un +2% y el de
“y” un 5% ¢cual es la estimacidon del error propagado?

X =C0st

f) Calcula la derivada de f respecto de t en la circunferencia { .
y =sen

Sollicion

13.- La temperatura en un punto (X, y) de una lamina metélica es T(x,y) = 3

x2+y?’

a) Hallar la curva de nivel (isoterma) que pasa por el punto P(2, -1).

b) Hallar la direccién de maximo crecimiento de la temperatura en P,

c) Hallar el coeficiente de variacién de la temperatura en P en la direccion de la
bisectriz del primer cuadrante.
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

d) Hallar, usando la regla de la cadena, el coeficiente de variacion de la temperatura a
X =2sent

y =cost

e) Silacota de error en la medida de “x” es de +£1% y en la de “y” es de +2%, hallar
el maximo error propagado de T en P.

Solucion
14.- La ecuacion z* +x°z+2xy+yz—3=0 define z= f(x,y) como funcion implicita de
x ey. Hallar:
a) Vf(P,), siendo Po(1,1,0).
b) Plano tangente a la superficie en el punto P, .
c) La derivada direccional de f en el mismo punto P,, en la direccion de la bisectriz del

segundo cuadrante. Decir si z="f(x,y), en P y en esa direccion, es creciente, decreciente,
o si esta en la direccion de una curva de nivel.

0%z
dy —=(p,).
) ay()

2

lo largo de la curva {

Sollicion

15.- En una superficie, la temperatura en un entorno del punto P(4 ,Oj viene dada por

la funcion T(x,y)=+/2e Ycosx
a) Hallar la direccion de maximo calor seguida por una particula que parte de P.
b) Hallar la variacion de temperatura experimentada por la particula si toma, desde
P, la direccion del vector 4 =(1,-2).

Soluicion

16.- Hallar unas ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva interseccion de
las superficies xy + z=0, x>+ y* + z>=9, en el punto Po(2,1,-2).

Sollicion

17.- La ecuacioncos(z X) - x’y +e* + yz =4 define implicitamente la funcion z =f(x,y).

Suponiendo que se dieran las condiciones de diferenciabilidad adecuadas, calcular:
a) Plano tangente a la superficie en el punto P,(0,1).

b) Derivada direccional de zen P,(0,1) y en la direccion o = —% .

c) Ecuacion y dibujo aproximado de la curva de nivel que pasa por P, .

0%z
d) ay(PO)-

Solucion

18.- Un posible modelo para el consumo de leche *“per capita” viene dado por la funcion
z = -1,83x- 1,09 y +140,7 donde x es el consumo de leche desnatada, y el de leche
semidesnatada y z el de leche entera. Una empresa lactea estima para el afio un consumo
“per cépita” de 35,1+ 1 litros de leche desnatada y 40,1+ 1 litros de leche semidesnatada.
Se pide estimar el maximo error propagado y el error porcentual en la prediccién sobre
el consumo de leche entera.
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

Sollicion

19.- a) Aplicando la regla de la cadena, calcular la derivada dz/dt a lo largo de la curva
x=cost, y=sent, siendo z=e*seny y evaluar si, en t=n/2, z es creciente o decreciente.

b) El radioy la altura de un cilindro circular recto verifican que:

ar_ 6cm/ min,@=—4cm/ min
dt dt

Si V=nr’h es el volumen de dicho cilindro se pide, aplicando la regla de la cadena,

. o : . dv
hallar para r=h=5cm, su ritmo de variacion, es decir, la derivada, e

Sollicion

20.- La ecuacion xIny +y?z+z° =10 define de forma implicita a z como funcién de x e y,
se pide:
a. Laderivada direccional de z en el punto P(2,1) en la direccién del vector (2,-2)
b. Las direcciones de la curva de nivel de zen P.
c. El plano tangente y la recta normal en P.

Soluicion

21.- a) Sea una funcién diferenciable z = f(x,y) y sean x = s + a, y = sa, escribir las

; . . 0z 0z L 0z 0z
ecuaciones de un cambio de variable —,— en funcion de —,—
0s oo oX oy
., ., . . 0%z 0%z
b) La ecuacion de Laplace es la ecuacion en derivadas parciales — +—=0
OX oy

Comprobar que la siguiente funcion verifica la ecuacion de Laplace z =e*seny

gﬁ@ﬂw@ﬁ@m
Xy .
22.- a) Dada la funcién f(x, y) = W si (xy)#(0,0)

0 si (x,y)=(0,0)
la derivada direccional de fen (1, 1) y en la direccion de la curva de nivel.
b) La caja de cambios automatica de un Nissan Qasqghai tiene dos piezas con forma de
cono circular recto, aproximar el error propagado y el error relativo cometidos en el

calculo del area lateral (A: nryr? + hzj de uno de los conos si se han obtenido r=13,5

%
, se pide calcular V f(0,0) y

cmy h=20,1 cm con un error maximo de medida de 2mm.

Soluicion

8xy .
-, se pide:

1+ X +y
a) Hallar el error porcentual, en la estimacion de f(1,-2), si se ha medido x=1 con un
error de £1% e y=-2 con un error de £2%.

b) Hallar la curva de nivel correspondiente a z=2 y comprobar que es una hipérbola.

c) Hallar en P(1,-2) la derivada direccional en la direccién de maximo crecimiento.

Soluicion

24.- a) Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a las superficies S=sxyz=1 y S’=
x>+ 2y? + 3z° =0, respectivamente, en el punto P(1,1,1).

23.- Sea la funcion f(x,y)=
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables
b) ¢Cual seria la ecuacion de la recta tangente a la curva interseccion de las superficies S

yS Oz
Sollicion

25.- Sea z = f(x,y) una funcion con derivadas parciales continuas. Aplicar el cambio de

e JUS XY oz oz (er\) (az)
variables: y probar que — —=| — | —| =
V=X-Y ox oy \ou ov

Solucion
sin(x*+y?)

%6.-5ea f(xy)=1 xry 5 ¥)#(00)
1 si (xy)=(0,0)

. Se pide:

a) Dominio f.

b) Estudiar la continuidad de f.

c) Calcular, si existen, las derivadas parciales de f en (0, 0).

d) Calcular, si existen, las derivadas parciales de f en (\Nr, -Vr).

Soluicion

27.- Al hacer un levantamiento de una porcién triangular de terreno se han medido dos
lados a=150m y b=200m, asi como el angulo comprendido C=60° ;Cual es el error
porcentual que tendra el area de dicho terreno si la cota de error al medir ay b es de

2cmy la de C es de 2°. .
Solucion

28.- Sea la funcién f(x,y) = (x* +4y?)e" " hallar:

. X =sen(2t)
a)La derivada de f a lo largo de la curva )
y =cost

b)¢Es f creciente o decreciente en t=r?

Sollicion

29.- La ecuacion x3 +y® +z° —xyz=0 define de forma implicita a z como funcién de x e
y, se pide:

a) La derivada direccional de z en el punto P(1,-1) en la direccion del vector (1,-2)

b) La direccion en P donde la z tiene el maximo decrecimiento y el valor del maximo
decrecimiento.

c¢) El plano tangente y la recta normal en P.

Soluicion

30.- a) Sea una funcion diferenciable z=f(x,y) y sean r y a las coordenadas polares de

cada punto (x,y), se pide hallarg,E en funcion de Q,Q
or oa oX oy

b) Comprobar el resultado anterior considerando el cambio a polares de la funcion

7=4/25-5x% —5y?
Soluicion

31.- Laecuacion z° +2xz+yz-x =0 define una funcién z = f(x,y) diferenciable en un
entorno del punto P(1, -2). Se pide:
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

2
a) El gradiente de z en el punto P y la derivada de segundo orden s 22 (P)
X

b) El plano tangente y la recta normal en P.

. . . . .. T
c) La derivada direccional en P en la direccion o = 3

Sollicion

32.- La temperatura en un punto (x, y) de una lamina metalica es T(x,y) = e

x2+y?’

a) Hallar la curva de nivel (isoterma) que pasa por el punto P(2, -1).

b) Hallar la direccién de maximo crecimiento de la temperatura en P.

c) Hallar el coeficiente de variacion de la temperatura en P en la direccion de
la bisectriz del primer cuadrante.

d) Hallar, usando la regla de la cadena, el coeficiente de variacion de la

X = 2sent

y =cost

e) Si la cota de error en la medida de “x” es de +£1% vy en la de “y” es de
+ 2%, hallar el maximo error propagado de T en P.

Soluicion

33.- Dada la superficie ze¥ " —=3=0. Se pide:
a) Hallar la curva de nivel correspondiente a z = 1. { Qué tipo de curva es?
b) Hallar el plano tangente y la recta normal a la superficie en P(2, 2).
c) Estimar, mediante la diferencial, el incremento de la funcion, al pasar del punto

P (2,2) al punto (2.01, 1.99). -
Solucion
Xy +y’

34.- Sea la funcion f(x,y) =< x? +y? si () #(00)
0 si (x,y)=(0,0)

a) Razonar si esta funcién es continua en el punto (0,0).
b) Hallar, si existen, las derivadas parciales f,(0,0) y f,(0,0).

Sollicion

Xy
%2 _yz

temperatura a lo largo de la curva {

. Se pide:

35.- a) Hallar la derivada direccional de z =

en el punto (1,0), segun la direccion

del vector U =(-1, 1):
a;) Aplicando la definicion.
ay) Mediante la diferencial.
b) ¢Cual es la direccion de maximo crecimiento de z en el punto (1, 0)?

Sollicion

36.- Dada la superficie x* + 2y? + z2= 10, con z >0, se pide:
a)Hallar la curva de nivel correspondiente a z = 1. { Qué tipo de curva es?
b)Hallar el plano tangente y la recta normal a la superficie en P (2, 1).
c) Estimar, mediante la diferencial, el incremento de la funcion, al pasar del punto
(2,1) de su dominio, al (2.01, 0.99). -

Solucion
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37.- a) Deducir cual es la direccion de maximo crecimiento de una funcion diferenciable
z=1(x, y) en un punto P(X,, Y, ).

b) Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

by) Si ( lim )f(X, y) =L, entonces obligatoriamente existe el limite a lo largo de

X:Y)H(XO’YO
cualquier camino que pasa por (xo,yo) y vale L.
b,) Sifes diferenciable en (xy, yo), entonces f es continua en (X, Yo).
b3) Sif tiene derivadas parciales en (X,yo), entonces f es continua en (X, yo).
Solucion
Xy
X+Yy

38.- a) Hallar la derivada direccional de z =

en el punto P(1,0), segun la direccion

del vector U =(1-1):
a;) Aplicando la definicion.
a,;) Mediante la diferencial.
b) Razonar si z es creciente o decreciente en P en la direccion de U.

Solucion
39.-Dada F (x,y,z) =x> +y* + 2% + xy + 2z —1= 0, se pide:
a) Encontrar las derivadas parciales de primer de la funcion z=f(x,y) en el punto
(07'190)
b) Hallar en (0,-1) el valor de dz cuando dx = dy = 0.02.
¢) Hallar el plano tangente a la superficie F(x,y,z) en el punto (0,-1, 0)

Sollicion

40.- Usa la regla de la cadena para hallar la derivada de z respecto de u siendo
z=x'-2xy+y,conx=u+2v e y=uv

Solucion

1
(2x2+3y?)sen ———
41.- Sea f :R* —» R la funcién: f(x,y)= X +y?

0 si (x,y) =(0,0)

Estudiar si f es diferenciable en un punto (a,b).

Solucion

si (x,y) #(0,0)

x2y [senx|+|seny|
oo . Xtyt———
42.- Sea f :R* > R la funcién: f(x,y)= x> +y x| +|y|
0 si (x,y) =(0,0)

si (x,y) #(0,0)

af (0,0)

a) Hallar la derivada respecto del vector U = (COSa,Sena) y en particular las

of(0,0)  of(0,0)
ox Y oy

derivadas parciales

b) Estudiar si f es diferenciable en un punto (0,0).

Sollicion
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43.- Sea z = f(x,y) una funcion con derivadas parciales continuas. Aplicar el cambio de
u=xy o’z %1 1 2 (az+@j

variables: , , alaexpresion: —+2 +—— —
V=X"+Yy OX oxoy oy® x+ylox oy

Sollicion

4-Sea f(xy)=| 20y xy O V) 700
0 si (x,y)=(0,0)

| &= |
|

3

a) Hallar el dominio de la funcion f(x, y).
b) Calcular el limite de f(x, y) en (0, 0) a lo largo del camino y = x — 2 x%
c) Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de f en el origen.

of(xy) of(xy)
OX Y

d) Calcular en los puntos (0,0) y (2, -1).

e) Determinar en el punto P(2, -1) el valor de la derivada de f(x,y) en la direccién del
vector 0 :(1,\/5).

Solucion

X+2y-5 .
2)(—— SIy # 2X
45.- Consideremos f(x,y)= y . Se pide:
= si y=2x
> y

a) ¢Existe el limite:  lim  f(x,y)?
(xy)>(12)

b) ¢ Es continua la funcion en (1,2)?
c) ¢Es diferenciable la funcion en (1,2)?

Solucion N

46.- Sea la funcion z =f(x,y) con derivadas parciales continuas y sean { las
y=v-u

ecuaciones de un cambio de variable, se pide demostrar que 2—Z+2—Z =0 y comprobarlo
u ov
para z =(x-y)sen(y—x)
Solucion

X=2u-V
47.- Sea la funcion z = sen (2x + 3y). Se efecttia el cambio de variables: {

y=v-2u

Hallar zygen u=
ou” ov

O N

V=

Sollicion
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6

X :
1.- Sea la funcion f(x,y) =14 (x? —y)+ x° ! (x,y);t(0,0). Probar que:

0 si(x,y)=(0,0)
a) Existen las derivadas parciales de f en (0, 0).
b) f no es continua en (0,0).

Solucion:
h6
of f(h,0)—f(0,0) (h2—0)+h6_O h®
a) £,0.0)= — —(0,0)=1im - = lim - =lim—— = [0]
0
of . f(0,k)-f(0,0) _ (0-k)+0 =
f,(0,0) = y(0 ,0) = lim > = 1im ” =limo=[0]

b) f no es continua en (0,0) al no existir el ( |)frT(10 0 f(x,y). Y es que los limites radiales son
X,y )—0,

todos nulos, en cambio, el limite a lo largo de la parabola y = x* es 1.
Limites reiterados en (0, 0):

lim Ianf(x y)j_llm(O) 0

x—0

I|mI|m f(x,y) _Ilm(O) 0

y—0 X
Limites radlales en (0, 0):

6 5
X X 0
I|m f(x,y)=Ilim =lim =—=0
(x,y)—(0,0) x»o( Z_mx)+ x® o0 (x—m)+x°  —m
y=mx
Limite a lo largo de la parabola y=x*
6
: X .
lim f(x,y)=lim———=Iliml=1
(x,y)—(0,0) ( y) xao(xz_xz)_{_ X6 X—0
y=x*

Luego no existe el limite ( I)irr?0 0)f(x, y) 'y, por tanto, [f no es continua en (0, 0).
X,y)—>(U,
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1 .
— 0
2.- Sea la funcion f(x,y)= (x+y) sen X+y AXTYES

0 six+y=0
a) Probar que f es continua en (0,0).
b)¢Es f diferenciable en (0, 0)? (Nota: investigar la existencia de derivadas parciales).

Solucion:
a)
Los limites radiales son nulos.

1

(rcoso + rsenaJsen
rcosa + rsenc

—0| <|rcosa + rsenal = rjcos o + senal| < 2r = g(r) , con

Iirr(')l g(n=0
Luego |)frT(10 0)f(x, y) =0=f(0,0), y, por tanto ff es continua en (0,0).
X,y =0,

b)
1
(h+0)sen -0
ﬂ(0,0): “mf(h,O)—f(0,0):"m h+0  _jimsend No existe.
OX h—0 h h—0 h—0 h

Luego, [f no es diferenciable en (0,0), ya que si lo fuera existirian las derivadas parciales de f
en dicho punto.
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X .
_ - —— si(x,y)=(00)
3.- Hallar la derivada direccional de z=<x“+y en el punto (0,0),
0 si(x,y)=(0,0)
segun la direccion del vector t = (1,2):
Solucién:
a) Mediante la definicion de derivada direccional.
u_ (2 _[L LJ
g Vi+rs (V55
h3
h 2h —
fl —=,—=|-f(0,0 3
of . ( 5 5) (0.0) : (JE) i 1 1
ag(%0)= i h SR ant) NS (7 | 54
u “(5+45] ()

b)Aplicando la regla de la cadena.

t— (X(0)y() >z =F(xy)=2()

Recta que pasa por O(0, 0) y tiene de direccion H :

<

o8] ()5, (5%
ou dt ), \OXJgo\dt /), \ Oy 00) dt /.,

h3
— =0
(gj :Iimwzlimwzl;anélogamente, (@] =0.
©00) h % Joo)

h
of dz 1 2 1
Por tanto, —(0,0)=| — | =1-—+0—=|—4
aa( )(dtlo NERNIRN
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¢) Mediante la férmula para calcular derivadas direccionales de funciones diferenciables.
of 1

1 2
—5(00)= vt (0,0). || =(1,0)- (ﬁ’szf

A la vista del apartado anterior, ¢es f diferenciable en (0, 0)?
f no es diferenciable en (0,0), ya que si lo fuera, deberiamos haber obtenido el mismo

resultado por los tres métodos al calcular 2—f(0,0).
u
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4.- La férmula que mide el efecto enfriador del viento viene dada por

E = 0,0817 (3,71+/v +5,81-0,25v)(T-91,4) + 91,4
donde v es la velocidad del viento en millas/h y T la temperatura en grados Fahrenheit.
Supongamos que la velocidad del viento es 23 = 3 millas/h y la temperatura 8° + 1°.

Usar dE para estimar el error propagado maximo y el error relativo al calcular el efecto
enfriador E.

Solucién:

Error propagado maximo = AE ~ dE = Edv+§dT
ov oT

dv=+3, dT=+1, v=23, T=8
OE _ 817(371-501/v)(5T - 457)

= —0.9320858435! =
oV 107 v v=23,T-8

OE _ 817(25v— 3761\/V 581 _ | sceseor0s

ot 10 v=23,T-8

dE ~ —0.9320858435- (£3)+1.458552105- (+1) =

=3(~0.9320858435) - (1) +1.458552105 - (+1)
|+1.337705425)

AE _dE _+1.337705425

Error relativo=— ~ T = —+40.04423154322 ~ | 4.4%
E E —30.24324560 = 4.4%)
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

5.- La superficie de una montafia admite aproximadamente el modelo:
h(x,y) = 5000-0.001x* —0.004 y*.

Si un montafiero se encuentra en el punto (50, 300, 4390), ¢(En qué direccion debe
moverse si desea ascender con la mayor rapidez posible?

Solucién:

Debe tomar la direccion dada por el vector:

vh(50,300) = (2—2 , @) = (~0.002x,~0.008Y ) 55 309) = (—0.1-2.4)
(50,300)

Que es lo mismo que seguir la direccion del vector [(-1,-24),.
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

6.- La temperatura en un entorno del origen viene dada por una funcion de la forma
T(x,y) =T, +e” sen x. Hallar la trayectoria seguida por una particula, originada en el

origen, que huye del calor. Hallar la variacion de temperatura que experimentaria la
particula si tomase la direccion del vector 0 = (1,-2).

Solucion:
Representamos la trayectoria por unas ecuaciones paramétricas: F(t)= (x(t), y(t)).

Un vector tangente a dicha trayectoria en cada punto (x(t), y(t)) viene dado por

F(t)= [d—x ﬂj.

dt ' dt

Como la particula huye del calor, tomara la direccion de maximo descenso de temperatura,
que viene dada por el vector:

_VT(x,y)= —[Z—I%j = —(e” cosx, e”senx)

Por tanto, las direcciones de 7t) y de (—ey cos x,—eysenx) son la misma a lo largo de toda la
trayectoria. Asi pues,
dy

—e’cosX = kd—x y -—e’senx = ka , donde k depende de t.
Despejando % en cada ecuacion e igualando los resultados, se obtiene:
dx _dy tgx dx =dy =y = ftgx dx = -In(cosx )+ C
COSX  senx

Como sabemos que la particula parte del origen, ha de ser: 0 = -In(cosO)+ Cc=C.

Por consiguiente, la trayectoria seguida por la particula sera:
y = -In(cosx)
La figura muestra esa trayectoria.
Observacion: La trayectoria es perpendicular a las
curvas de nivel (isotermas) pues en cada punto su vector
tangente es paralelo al vector gradiente en ese punto.

La variacion de temperatura que experimentaria la particula si
tomase la direccién del vector 0 = (1,-2) seria la derivada

= [D I:I:I - direccional de T en el (0, 0) en la direccion de dicho vector:
I z g(o,O): VQT(0,0)~E=(—1,0)~(i,_—2]=i:ﬁ
A |U| NI
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

7.- Un campo escalar diferenciable z = f(x, y) tiene, en el punto P(1,2) las derivadas
direccionales +2 en direccion al punto A(2,2) y -2 en direccion al punto B(1,1).
Determinar el vector gradiente en P y calcular la derivada direccional en P en direccion
al punto C(4,6).

Solucion:
4 c Sea V(P)=(a,b)
6 Vector direccion de Pa A: T =(2,2)-(12) = (1,0)
W Vector direccion de PaB: v =(11)-(1,2) = (0,-1)
= P)=VH(P)-(10)-2
L[PG A o . =
5 L (P)=VF(P)-(0,-1)= -2
‘[, X )= vt(P)-0-1)
1 2 4 —a=7 =
{ o :>a:2,b=2:> VE(P)=(22)
Vector direccion de Pa C: W = (4,6)—(1,2) =|W|=v9+16 =5

%(P):(Zz)( 4 _1

5 5

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: Métodos Matematicos 15




Diferenciabilidad de funciones de varias variables

8.- Hallar la constante ¢ tal que en todo punto de la interseccion de las dos esferas
(x—cP+y*+22=3; X2 +(y-cf+2° =1
los planos tangentes correspondientes sean perpendiculares entre si.

Solucién:

Unas ecuaciones implicitas de ambas esferas son, respectivamente:
F(x,y,2)=(x-c)’ +y? +2*-3=0
G(x,y,z)=x*+(y-c) +z°-1=0

Un vector normal al plano tangente a la primera superficie es:
A, = OF OF OF)_ (2(x—c), 2y, 22)

oxX oy o0z
Un vector normal al plano tangente a la segunda superficie es:

G (%688 )
nz_(ﬁx’ay’azj (2x, 2(y-c), 22)

Para que se cumplan las condiciones exigidas en el enunciado del problema, para el punto
genérico P(x, Y, z) se ha de verificar:

1) P debe pertenecer a la primera superficie: (x —c)* +y®+2z°-3=0
2) P debe pertenecer a la segunda superficie: x? +(y—c)* +z2 -1=0
22

3) fi,-fi, =0 (2(x-c), 2y, 22)-(2x, 2(y-c), 22)=0< x* —cx+y* —cy+2° =0

Resolviendo con DERIVE el sistema formado por las tres ecuaciones anteriores, se obtiene
que hade ser |c=+/2]
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

X = Cost

9.- Un pato esta nadando a lo largo de la circunferencia unidad { sent
y:

y la

temperatura del agua en el estanque esta dada por la expresién T = x?¢” — x y°. Hallar el

coeficiente de variacion de la temperatura % gue puede sentir el pato:

a) Expresando T en términos de t y diferenciando.
b) Mediante la regla de la cadena.

Solucién:

a) T(t) =cos’t-e*" —cost-sen’t

ar _ 2 cost (-sent)e™™
dt

sent

+cost e*™cost - | (-sent)sen’t + cos t 3sen’t cost] =

sent sent

|- 2 cost sent &*™ + cos’t &*™ +sen“t — 3sen’t cos’t |

b)
oT _oT dx T dy

X t ox dt oy dt
T < (2xe” —y® [—sent)+ (x%e” —3xy? )cost =

t |- 2 cost sent e*™ + cos®t e*™ +sen*t — 3sen’t cos’t
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

\%
, transforma z = f(x,y) en z = g(u,v). Calcular el

10.- El cambio de variables {

y=uv
2 2 2 2 2
valor de 0z enelpuntou=1,v= 1sab|endoqueﬂ=a£—a£ of _ of =len
ovou oy ox° oy axay OyoX
dicho punto.
Solucién:
o’g 0 agj
u _ = | —=
< ovou 8v(au
f=
g <u ag _ of ox afay afhﬁ.v2
y U ox ou 6’y8u OX oy
0’9 o (of o , 8(8fj ofof , a[afj
A+— VvV |=—| — |+ —| — V' |=—| — |+V
ovou  ov | ox oy ov\ox ) ov\oy oV \ OX
<u i(&fj a(af)ax+g(af)g
<X oviox) ox\oxJov oy\ox ov
of of
x' oy <u o (o aafa_xaafay
y ovloy) oxloyjov oylay)ov
Sustituyendo estas dos Ultimas expresiones en la anterior a
ellas, queda:
o'g i[ﬂja_x Q(ﬁj@ A AL A
ovou| OX\ox)ov oy\ox )ov ox\ oy Jov oy\oy)ov| oyov
2 2 2
—ﬂl ot 2uv +V* ot 1+ ﬂ2uv +ﬁ2v = 1+2+1+2+2:
ox? 0yox oxoy oy’ oy (=Y
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

11.- La ecuacién xy + xz° + zy + 1 = 0 define implicitamente una funcién real de dos
variables reales z=f(x,y).

a) Hallar el vector gradiente de f en el punto P(-1,1,0).

b) Calcular la derivada direccional de z en P en la direccibn de descenso mas
pronunciado.

c) Dar la ecuacion del plano tangente a la superficie z en el punto P.
2

d) Hallar % en P.

Solucion:
a) F(X,y, z) = xy + xz3+ zy + 1 = 0 define implicitamente a la funcién z = f(x.y).

El vector gradiente de f en el punto P es V?(P) = Q1Q
ox oy ),

oz _ aFaX_ y+z° oz -1

= LOX__ Zp)=—==21
Ox 57 3x22+y:>8x() 1

= |[VE(P)=(-LY)

8@ X+2Z :2(P): -1
6y 8éz 3xzZ+y oy

b) La direccidn de descenso mas pronunciado viene dada por el vector:

i=-vi(P)=(1-1)
La derivada direccional de z en P en esta direccion es:
of (1 1) —1 -1 2

E(P) (11) \/— \/— \/— _E

c) Ecuacion del plano tangente a la superficie z en el punto P:

ot P ) 20t - 5y 2
2 0 0 )
Q) E a(azj ﬁ(_ i j__(3xz +y)ay(x+z)—(x+z)ay(3xz +y):
oy oylay) oyl 3xz*+y (axz? +y)

(3xz’ +y)‘;z/_(x+z)(3x222§+lj :{azzj __(0+1)1-(-1+0)-(0+1)

(3sz +y)2 oy’ (O+1)2 §
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

12.- Dada la funcién f(x, y) = x-tg y, se pide:
a) Hallar el dominio de f.

b) Dar las direcciones de maximo y nulo crecimiento de f en el punto P(Z,gj .

c) Calcular la derivada direccional h(a) de f en P en la direccion que forma un angulo o
con el eje de abscisas.

d) Hallar la aproximacion lineal (plano tangente) de f(x,y) en P.

e) Suponiendo que el error estimado al medir la magnitud “x” es de un £2% vy el de “y”
un 5% ¢ cudl es la estimacion del error propagado?

X =cost

f) Calcula la derivada de f respecto de t en la circunferencia { i
y =

Solucién
a) Domf = R {(x, y) tales que y= kn/2, keR}

b) La direccion de maximo crecimiento es la del gradiente:
- X
VI(P)=| tany, =(1,4).

(P) [ y Coszyl

Anélogamente la direccion de nulo crecimiento es U L Vf(P), luego U= .

c) Un vector en la direccion indicada es U= (cosa, sena), ademas |U|=l, por tanto,

h(c)=VF(P) (cosa, sena)= (1,4) (coso., sena)= lcosa+4sendl,

d) La ecuacion de la aproximacion lineal es la del plano tangente en P:

7= zo+(2—il(X—xo)+(%jp(y—yo)

20= f(2,m/8) = 2=> |z = 2+1(x — 2) + 4(y—%)

e) dz= (ﬂj dx+(ﬂ] dy = el error propagado es
ax P ay p

E~1.(+0,02) + 4-(0,05) =

f) ﬁz[ﬁ) d_x+ o d_yztanycost+
dt \(ox) dt \oy

™ o2 sent =
y

tan(sent)cost + ﬁ:nt)sent
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

3x

13.- La temperatura en un punto (X, y) de una lamina metalica es T(X,y) = —— .
X4y

a) Hallar la curva de nivel (isoterma) que pasa por el punto P(2, -1).

b) Hallar la direccion de maximo crecimiento de la temperatura en P.

c) Hallar el coeficiente de variacién de la temperatura en P en la direccion de la
bisectriz del primer cuadrante.

d) Hallar, usando la regla de la cadena, el coeficiente de variacion de la temperatura a
X = 2sent

y =cost
e) Silacota de error en la medida de “x” es de £1% y en la de “y” es de +2%, hallar
el maximo error propagado de T en P.

lo largo de la curva {

Solucion
a) Para hallar Ta curva de nivel en P(2,-1) calculamos previamente el
valor de T(P)

3.2 6
#1: 2 2 5
2 + (-
La curva de nivel en P tiene por ecuaciodn
6 3-x
#: 5 2 2
X +y

Operando obtenemos x2+y2-5/2x=0 que corresponde a una circunferencia de

centro (5/4,0) y radio 5/4.

b) La direcciéon de maximo crecimiento sabemos, por teoria que es la del
vector gradiente.

2 2
d 3.x 3.(y -x)
#3: —_ =
dx 2 2 2 2 2
X +y x +y)
d 3.x 6-X-y
#4: dy 2 2 2 2 2
X +y x +y)
ET vector gradiente en un punto (x,y) es:
2 2
3.(y -x) 6-X-y
#5: , —
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)
Y en P es:
2 2
3.((-1) -2) 6-2-(-1) 9 12
6: - :(__,_)
2 2 2 2 2 2 25 25
2 + (D) 2 + (D)
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables
c) Se nos pide Tla derivada direccional de T en P y en la direcciéon o=mn/4

e
#7 - —, — || COS| — |, SIN|— || =
25 25 4 4 50

d) Aplicamos Tla regla de la cadena a T a lo largo de Ta curva x=sent, y=
cost, y sustituimos x e y por las funciones de t que definen x e y

2 2
3-Cy -x) 6-X-y
#8: -(2-COS(E)) + |- - (- SIN(Y)) =
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)
2 2
6-(y - x ).COoS(t) 6-x-y-SIN(t)
+
2 22 2 2 2
x +y) x +vy)

2
6-COS(t)-(1 - 3-SIN(CL) )
#9:

2 2
(3-SINCt) + 1)

e) E1 error propagado maximo (en la medicion de T) se obtiene a partir de
la formula de 1a diferencial total de T

d 3.x d 3.x
daT = | — —— |- dx) + | — ——— |- (dy)
#10: dx 2 2 dy 2 2
X +y X +Yy
2 2
3.y -x) 6-X-y
#11: dT = c(dx) + |- - (dy)
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)

Ahora sustituimos x=2, y=-1,dx=+0.01, dy=+0.02 y se obtiene la cota de
error que denominamos "error propagado maximo"

2 2
3-(¢-1 -2)
#12: error propagado maximo = - (£0.01D) + |-
2 2 2
@2 + D)
6-2-(-1)
-(£0.02)
2 2 2
@2 + D)
#13: error propagado maximo = (-0.36)-(+0.01) + 0.48.(+0.02)
#14: error propagado maximo = + |0.36-0.01 + 0.48.0.02]|
#15: lerror propagado maximo = +0.0132|
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

14.- La ecuacion z° +x°z+2xy+yz—3=0 define z=f(x,y) como funcién implicita de
x ey. Hallar:

a) €f(Po), siendo Po(1,1,0).

b) Plano tangente a la superficie en el punto P, .

c) La derivada direccional de f en el mismo punto P,, en la direccion de la bisectriz del

segundo cuadrante. Decir si z:f(x,y), en P y en esa direccidn, es creciente,
decreciente, o si esta en la direccidon de una curva de nivel.

0%z
9 57 F).
Solucion
a) F(X,y,2)=z*+x°z2+2xy+yz-3
F 2 2
F, =2xz+2y ZX=——X=—XZ—+2y
F, 22+ X" +Yy
F, =2X+2z =
) , o R ez
F,=2z+X"+Yy y F, 27+ %% +y

Sustituyendoen P,: z, =-1, z, =1, luego, vi(R,) =[(-L,-1)

b) Plano tangente a la superficie en el punto P, :

zg—i(Po)(X—xo)+%(Po)(y—yo)<:>z—o:_1.(x_1)_1.(y_1)©|X+y+z_2=O

z-12,

c) Vector unitario en la direccion de la bisectriz del segundo cuadrante:
u_ [—_1 L)
i~ \V2' V2
Derivada direccional de fen P, en la direccion de este vector:
0z u -1 1
A T _1’_1' =y = =0
o §- 0 5)

Luego, en Py en esa direccion, [z est4 en una curva de nivell.

d) 622_ig_i_ 2Xx+2 )
oy> oyloy) oyl 2z+x°+y

] (22 +x2 +y);(Zx+z)—(2x+z)§y(22+x2 +y) )

) (2z+x2 +yf

2 0z oz
=_(22+x +y)ay—(2X+z)(26y+1]:> 527 (PO)—__l(z)_Z(_2+1)

(22+x2+y)2 oy " 4

(L1) = vz(L1)

=0
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

T
0

15.- En una superficie, la temperatura en un entorno del punto P(4 Oj viene dada por

la funcién T(x,y)=~/2e Ycosx

a) Hallar la direccion de maximo calor seguida por una particula que parte de P.
b) Hallar la variacion de temperatura experimentada por la particula si toma, desde P,

la direccion del vector u =(1,-2).

s,
) TP )L -
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

16.- Hallar unas ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva interseccion de
las superficies xy + z=0, X’ + y* + z°=9, en el punto Py(2,1,-2).

Solucion

La recta tangente es la interseccion de los dos planos tangentes a ambas superficies en el
punto Pg.
Plano tangente a la primera superficie:
z-12, :?(P)(x—xo)+%(P)(y—yo)<:> X+2y+2z-2=0,siendo f(x, y) =- xy.

X
Plano tangente a la segunda superficie:
oF oF oF :
—(P)x—x,)+—(PNy-y,)+—(P)z-2,)=0<2x+y—-22-9=0, siendo F(x, y, 2) =
OX oy 0z
X2+ y2+ 720,

—
11

Ecuacion de la recta tangente pedida:
g P 2X+y—-22-9=0

{x+2y+z—2:0
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

17.- La ecuacion cos(;r x)—x2y+eXZ +Yyz =4 define implicitamente la funcion z =f(x,y).
Suponiendo que se dieran las condiciones de diferenciabilidad adecuadas, calcular:
a) Plano tangente a la superficie en el punto P,(0,1).

b) Derivada direccional de zen P,(0,1) y en la direccién o = —% :

c) Ecuacion y dibujo aproximado de la curva de nivel que pasa por P, .

0%z
ek

Solucién:
a) F(x,y,z)=cos(nx)-x’y+e* +yz—4=0
Parax =0,y =1, seobtiene: 1-0+1+z2-4=0=>2=2

n= (%L (x —x0)+(2—;]% (y—yo)+(%jpo (z-2,)=0

F.(x,y,z)=—nsen(nx)—2xy + ez = F (0,1,2) = 2
F,(x,y.z)=—x*+z=>F,(012)=2
F(x,y,z)=e*x+y=F,(012)=1

Luego, se tiene que:
7=2(x=0)+2(y-1)+1(z-2)=0<[2x+2y+7-4=0|

b) Si el vector es unitario: a—i(PO): Vi(P,)-u.
ou

. . . -, U
Un vector unitario en la direccion o = 4 es:

ool ol D27

O2p)- BORY_ 5 02 HOLD

F(0L12)

oy " F(012)

Por tanto, a—i(PO)zvjc (PO)G:(—Z,—Z){Q -£j=—x/§+\/§=@.

2 2
ou
c) Curva de nivel que pasa por P, (0,1): Se sustituye z por 2 en la ecuacion de la
superficie:

_e”+cos(zx)-4
- x?—2

cos(zx)-xy+e* +2y =4 <y
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

2 F 2
B = (Po)=i(2J=i(——y]=—i[zﬂx J=
X 0y ox\oy) ox\{ F ox{xe™ +y
~ (xe +y)z, —2x)—(z-x?xe**(xz, +2)+e*]
(xeXZer)2

Particularizando en P, (x =0,y =1, z = 2), se obtiene:

0’z (P0)=—1(_2)_2 A
ox oy 1
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

18.- Un posible modelo para el consumo de leche “per capita” viene dado por la funcién

= -1,83x- 1,09 y +140,7 donde x es el consumo de leche desnatada, y el de leche
semidesnatada y z el de leche entera. Una empresa lactea estima para el afio un consumo
“per capita” de 35,1+ 1 litros de leche desnatada y 40,1+ 1 litros de leche semidesnatada.
Se pide estimar el m&ximo error propagado y el error porcentual en la prediccién sobre
el consumo de leche entera.

Solucién

ET error propagado viene dado por Tla diferencial:
0z 0z

Az~dz=—(P,) Ax+——(P,) A
(P ay( ») Ay
#1: z = f(x, y) = - 1.83-x — 1.09.y + 140.7
#2: f(35.1, 40.1) = - 1.83-35.1 — 1.09.40.1 + 140.7 = 32.758
d
#3: — (- 1.83-x - 1.09.y + 140.7) = -1.83
dx
d
#4: — (- 1.83-x - 1.09-y + 140.7) = -1.09
dy
01 01
Amdz:a—(Po)AXJra—(Po)Ay: (-1.83). 1 + (-1.09) 1 = | 2.92.
X y
Error porcentual:
-1.83.1 + (-1.09)-1 146000
#5: .100 = -
32.758 16379
-1.83.1 + (-1.09)-1
#6: .100 = -8.913853104
32.758
| - 1.83.1 + (-1.09)-1 |
#7: | .100| = |-8.913853104| = [8.913853104 %

| 32.758 |
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

19.- a) Aplicando la regla de la cadena, calcular la derivada dz/dt a lo largo de la curva
x=cost, y=sent, siendo z=e*seny y evaluar si, en t=n/2, z es creciente o decreciente.

b) El radio y la altura de un cilindro circular recto verifican que:
E=6cm/min,@:—4cm/min
dt dt

Si V=nr?h es el volumen de dicho cilindro se pide, aplicando la regla de la cadena, hallar

. .. . . dv
para r=h=5cm, su ritmo de variacidn, es decir, la derivada, T

Solucién
dz ozdx ozdy
a) —=——+——2
dt ox dt oy dt
X
#8: z = e -SIN(Y)

d X X

#9: — (e -SIN(y)) = e -SIN(y)
dx
d X X

#10: — (e -SIN(y)) = e -COS(y)
dy

LTevando estas expresiones a la derivada:

X X

#11: %: (e -SIN(y))-(- SIN(Ct)) + (e -COS(y))-COS(t)

Sustituyendo x e y en funcién de t en la expresioén anterior:

COoS(t) COoS(t)
#12: (e «SIN(SINC(t))) - (- SIN(Y)) + (e «COS(SIN(t)))-CoS(t) =
COoS(t)
e < (COS(t) -COS(SIN(t)) — SIN(Ct)-SINCSINC(HY))
Ccos(t)
#13: e « (COS(t) -COS(SIN(t)) — SIN(t)-SINCSIN(Y)))

Para el valor t=m/2:

o Yol ) ol o )

—SIN(1)
Por ser la derivada %( m/2) < 0, z es en dicho valor de t.

b)

2
#15: V = m-r -h

dv oV dr oV dh
Calculemos EZEEJFEE

d 2 d d 2 d d 2 d
— (mer - D|t—r +|— (mer :h)|]e— h = @2-w-her)e— r + (mer ).— h
dr dt dh dt dt dt

dv
Sustituyendo r y h por sus valores concretos, se obtiene ECS’ 5):

2

#17: (2-7-5-5)+6 + (m-5 )-(-4) =
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20.- La ecuacién xIny+y?z+z> =10 define de forma implicita a z como funcién de x e y,
se pide:

a) La derivada direccional de z en el punto P(2,1) en la direccion del vector (2,-2)

b) Las direcciones de la curva de nivel de z en P.

¢) El plano tangente y la recta normal en P.

Solucion:
82 - -
a) —(P)=Vf(P)-u
o u
Hemos de hallar el vector gradiente de f en forma implicita:
2 3
#18: F(x, y, z) = Xx-LN(y) +y .z+2z -10=0
d 2 3
#19: — (X:LN(y) +y «z+ 2z -10) = LN(y)
dx
d 2 3 X
#20: — (X'LN(y) +y «z4+42z -10) = — + 2.y-z
dy y
d 2 3 2 2
#21: — (X*IN(y) +y = z4+42z -10) =y + 3.z
dz

El gradiente de zen (X, y) es

X
— + 2-y-2Z
LNCy) y
#22: - -
2 2 2 2
y + 3-z y + 3-z

Hallemos f(2,1), despejando z en la ecuacion implicita para esos valores de x e y:

2 3
#23: SOLVE(2-LN(1) +1 -z + 2z -10 =0, 2)
#24: z=-1-2iLvz=-1+2-Lvz=2
Luego, z = 2.
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El gradiente de zen (2, 1) es:

2
— + 2-1.2
LN(D) 1
#25: -—-—, -
2 2 2 2
1 + 3.2 1 + 3.2
2
— + 2:1.2
LN(D) 1 6
#26: - y - = [0, - —
2 2 2 2 13
1 + 3.2 1 + 3.2

Y la derivada direccional pedida es:

[ 6 ] [2, -2] 3.2
0, -
1

#27:

3 1 |12, -21] 13

b)
Las direcciones de la curva de nivel indican crecimiento nulo, es decir, en P y en dichas
direcciones la derivada es 0, luego la direccién seguida es ortogonal al vector gradiente, por lo

tanto, son las indicadas por los vectores |(-1,0), (1,0),.
c)

La ecuacién del plano tangente en el punto P (x=2, y=1, z=2), es

6
#28: z -2=0-(x - 2) + [— —]-(y -1
13

Operando y pasando al primer miembro queda: 6y+13z-32=0
Un vector ortogonal al plano es (0,6,13) por lo que una ecuacion de la recta normal en P es

X — 2 y -1 z -2
#29: = =
0 6 13
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21.- a) Sea una funcion diferenciable z = f(x,y) y sean x = s + a, y = sa, escribir las

0z 0z
ecuaciones de un cambio de variable —,— en funcion de Q %z
ds ' oo ox ' oy
0%z 0%z
b) La ecuacion de Laplace es la ecuacion en derivadas parciales — +——=0
ox? oy?
Comprobar que la siguiente funcién verifica la ecuaciéon de Laplace z =e*seny
Solucion
a)

0z _ 0z oX 626y 0z az

55 Ox0s ayﬁs - OX 6y

oz _at 8x+az oy oz az

da X oa oy O o 6y

b) No hay mas que hallar las derivadas segundas, sustituir en la ecuacién y ver que se
cumple:

z o’z
—=e senyzﬁze seny
X

_ e‘cosy = a—zz =—e*seny
oy oy*

0’z 0%z
— +— =e'seny—e*seny =0
ox>  oy?
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% §i(xy)=(00) B
22.- a) Dada la funcion f(x, y) = {/x? +y? , se pide calcular V f(0,0) y
0 si (x,y)=(0,0)

la derivada direccional de fen (1, 1) y en la direccion de la curva de nivel.
c) Lacajade cambios automatica de un Nissan Qasqghai tiene dos piezas con forma de
cono circular recto, aproximar el error propagado y el error relativo cometidos en el

calculo del area lateral (A = nr\/r2 + hzj de uno de los conos si se han obtenido r=13,5

cmy h=20,1 cm con un error maximo de medida de 2mm.

Solucion:
a)  Por estar definida la funcion f(x, y) de forma distinta en (0,0) que en el resto, el céalculo

de 3 f(0,0) = (?ij hemos de hacerlo mediante limites:
X
(0,0)

6h0
2 2
A 40 0 020
OX (0.0) h—0 h h—0fn h-0
6:0-h
2 2
(ij =lim 0" +h =lim—=1im0=0
(0.0) h—0 h—0 h—0

Luego |V f(0,0) = (0,0)
La curva de nivel es el conjunto de puntos (x,y) donde la funcién tiene el mismo valor,
luego su direccién indica, en cada punto, la direccién de crecimiento cero, luego la
derivada direccional de f en (1,1) y en la direccién de la curva de nivel es @

b)  El error propagado es una cota del error obtenida mediante la diferencial de la funcién

A=7ryr? +h® | es decir, teniendo en cuenta que dA = Z—Adr +Z—':dh y tomando r=13.5cm
r

y h=20.1cm, dr= dh =0,2cm.

2 2
d 2 2 melh + 2.r )
— (merefir +h )=z ——
dr 2 2
Jth o+ r )
d 2 2 meher
— (merefir +h )=z ——
dh 2 2
'\."r':h +r )
2 2
m.(20.1 + 2.13.5 ) m.20.1.13.5
0.2 + 0.2 = 26.98420385
2 2 2 2
J20.1 4+ 13.5 ) Jzo.1 + 13.5 )

Luego, el error propagado es |Ep ~ 26.9842 cm|.
El error relativo es el cociente entre el error propagado y el valor (aproximado) del area
medida

E
E ~—>

A

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: Métodos Matematicos 33




Diferenciabilidad de funciones de varias variables
2 2
n-13.5-J{13.5 + 20.1)

26.98420335
= 0.02627730585

i 2 2
m«13.5./(13.5 + 20.1 )

Luego, |E; ~ 0.02627|, en porcentaje seria un error porcentual del 2.63%

aproximadamente.
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8xy
1+x°+y
a) Hallar el error porcentual, en la estimacion de f(1,-2), si se ha medido x=1 con un
error de £1% e y=-2 con un error de +2%.
b) Hallar la curva de nivel correspondiente a z=2 y comprobar que es una hipérbola.
c) Hallar en P(1,-2) la derivada direccional en la direccién de maximo crecimiento.

23.- Sea la funcion f(x,y)= >, se pide:

Solucion:
8.-x-y

#37: 2 2

1+x +vy
a) E1 error porcentual se estima con (df(1,-2)/f(1,-2))=100.
Los datos de los errores de medida que nos proporcionan nos dicen que
(dx/x)*100=+1, (dy/y)#100=+2, luego dx=+0.01x, dy=+0.02y. Calcularemos,
en x=1, y=-2, el error porcentual en valor absoluto

8:1-(-2) 8
#38: 2 2 3
1+1 + (-2)
2 2
d 8-x-y 8.y.-(x -y -1
#39: — = -
dx 2 2 2 2 2
1+x +vy x +y + 1
2 2
8-(-2)-(1 - (-2 -1 16
#40: - = -
2 2 2 9
a + -2 +1
2 2
d 8-x-y 8:x-(x -y + 1)
#41: —_— =
dy 2 2 2 2 2
1 +x +vy x +y + 1)
2 2
8:1-(1 - (-2) + 1) 4
#42: = - —
2 2 2 9
@ + 2 +1
16 4
[— —J-0.0l + [— —J 0.02.2
9 9
#43: .100 = 1.333333333

Es decir, el error porcentual es aproximadamente un

b) Es una hipérbola, como se ve operando y dibujando
8-x.y
=2

#44 . 2 2
1+x +vy
2 2
#45: 2. (1 +x +y ) - 8-x-y=0
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

2 2
#46: X —-4.x.y+y +1=0

-3

c) La direccion de maximo crecimiento es la del gradiente en (1,-2) y el
valor de Ta derivada direccional es el médulo del gradiente. Las
derivadas en (1,-2) estan calculadas en el apartado a)

16 4 4. /17
#47 S | S —
9 9 9
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24.- a) Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a las superficiesS=xyz=1y
S’= X%+ 2y? + 3z% =0, respectivamente, en el punto P(1,1,1).

b) ¢Cual seria la ecuacion de la recta tangente a la curva interseccion de las
superficies Sy S’.

Solucién:

a)

Utilizaremos Tas férmulas de la derivacion implicitas para obtener los
gradientes de cada superficie en el punto indicado

#48: x.y-z -1=0

d d 1
— (xryz = 1) — (xry-z = 1)
dx dy z z
#49: |- , - S
d d X y
— (xry-z = 1) — (xry-z = 1)
dz dz i
1 1
#50: |- —, - — | = [-1, -1]
1 1
#51: z-1=-1-(x-1) + - 1-(y - 1
#52: X +y +z =3
2 2 2
#53: x + 2.y + 3.z =0
d 2 2 2 d 2 2 2
— (x + 2y +3-z) — (x + 2y +3-z)
dx dy [ X 2y ]
d 2 2 2 d 2 2 2 |l 3.z 3.z
— (x + 2y +3-z) — (x + 2y +3-z)
dz dz
1 2.1 1 2
#55: |- , - - =, - —
3.1 3.1 3 3
1 2
#56: z - 1= - —.(x-1) + - —-(y - 1)
3 3

#57: X + 2-y + 3-z = 6

b) La recta tangente a la curva interseccion de las superficies Sy S’ es
Ta determinada por Ta interseccion de 1os dos planos obtenidos

#58:SOLUTIONS([x + y + z =3, x + 2.y + 3.z = 6], [Xx, vy, z]) =
[e1, 3 - 2.@1, @1]
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25.- Sea z = f(x,y) una funcién con derivadas parciales continuas. Aplicar el cambio

— 2 2
de variables: {u x+y y probar que oz oz = (@J _(gj
-y ou ov

V=X ox oy

Solucion:

ouox ovox)ouay avoy) \au av Jlau v

80

oz oz (az u oz av)(ga_u+g@]:[g1+ﬂl)[zl+%(_1)j:
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sin(x*+y?)
26.- Sea f (x,y)= )Ezfyz) si (xy)#(0,0)
1 si (x,y)=(0,0)

Se pide:

a) Dom f.

b) Estudiar la continuidad de f.

c) Calcular, si existen, las derivadas parciales de f en (0, 0).

d) Calcular, si existen, las derivadas parciales de f en (Vx, -Vr).

Solucion:
a) E1 dominio de 1a funcién es todo

b) En todo (x,y)#(0,0) T1a funcidén es cociente de funciones continuas cuyo
denominador es distinto de 0.

En (0,0) hemos de estudiar si el Timite es 1.

Pasamos a polares

2 2 2 2 2
SIN(X +vy) SINC(r-CoS(e)) + (r-SINCo)) ) SINCr )
#13: = =
2 2 2 2 2
X +Y (r-CoS(e)) + (r-SINCo)) r
2
SIN(r )
#14: 1im — =1
r-0 2

r
Luego [f también es continua en (0,0)|

c) E1 cadlculo de Tas derivadas parciales en (0,0) se realiza aplicando 1la
definicién

sen(h*+0%)
(ﬂj _ lim—N"+0° _1im2 = im0 =]
X Jog "0 h h>0fh  h-0
sen(0* +h*)
a _|im—0°+h’ :|im9:|l'm0:@
©0) h—0 h h-0ph h-0

d) Al ser la funcidn diferenciable en (x,y)#(0,0), por ser cociente de
funciones diferenciables, aplicamos las reglas de derivacion

2 2 2 2 2 2 2 2
d SIN(x +vy) 2.x-((x +y)-COS(x +y ) —-SIN(xX +vy))
#17: — =
dx 2 2 2 2 2
X +y x +y)
2 2 2 2 2 2 2 2
d SIN(Xx +vy) 2.y-((x +y )-COS(x +y ) —-SIN(xX +vy))
#18: — =
dy 2 2 2 22
X +Yy x +y)

Sustituimos en (Jm,-Jm)

2 2 2
2-yn-((Yn + (- Jm) )-CoS(Ynm

2 2 2
+ (= Jm) ) = SIN(m + (- ym) ) 1

2 2 2 Jn
W+ (- Jm )
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27.- Al hacer un levantamiento de una porcion triangular de terreno se han medido dos
lados a=150m y b=200m, asi como el angulo comprendido C=60° ;Cuél es el error
porcentual que tendré el area de dicho terreno si la cota de error al medir ay b es de
2cmy la de C es de 2°.

Solucion:
aebeSIN(x)

#1:

2

beSIN(o) a*SINCo) aeb+COS(xx) m
¢0.02 + ———+0.02 + .

2 2 2 90

#2:
aebeSIN(x)
2
i i n
200-SIN[———) 150-SIN[———) 150-200-COS(———J m
3 3 3
«0.02 + «0.02 + .
2 2 2 90
«100=
i
150-200-SIN[—]
3
2

= 2.03866596
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28.- Sea la funcién f(x,y) = (x2 +4y2)e1‘xz‘yz ,hallar:
. X =sen(2t)
c) Laderivada de f alo largo de la curva .
y =cost

d) ¢Es f creciente o decreciente en t=r?

Solucién:
a)

#4: 2 2 1-x -y
(X 4+ 4oy )ee

d 2 2 d
[—[2 ) 1_x_y])d [_[2 ) 1
#5: dx \(x + 4ey )ee o— SIN(2et) + \dy \(x + 4oy )ee

dt
2 2
- X -y d 2
e— COS(t )
dt
2 2 2 2
#6: -x -y +1 - X -y 2 2
4exee eCOS(2+t) + e e(4egeteye(x + 4e(y -
2 2 2
1)) eSIN(t ) — deeexe(X + 4oy )eC0S(2¢t))
2 2
#7: -x -y +1 2 2 2 3
4dee e((tex oy + 4eteye(y — 1))eSIN(t ) - (x +
2
Xe(4ey — 1))«COS(2+t))
b)
2 2 2
#8: — SIN(2emm) - COS(m ) + 1 2 2
4ee e ((meSIN(2em) «COS(m ) +
2 2 2 2 3
4em1eCOS(mmr )e(COS(m ) — 1))eSIN(m ) — (SIN(2em) +
2 2
SIN(2em)e(4¢COS(r ) — 1))+COS(2em))
2 2
#9: SINCm ) 23 2
— 16emmee «SIN(mr ) «COS(m )
#10: -4.,350483943

\f es decreciente en t:n|
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29.- La ecuacion x3 +y2 + 23 —xyz=0 define de forma implicita a z como funcién de x e
y, se pide:

a) La derivada direccional de z en el punto P(1,-1) en la direccion del vector (1,-2)

b) La direccion en P donde la z tiene el méximo decrecimiento y el valor del maximo
decrecimiento.

¢) El plano tangente y la recta normal en P.

Solucion:
a)
3 3 3
#11: X +y + 2z - Xeyez =0
d 3 3 3 2
#12: — (X +Y + 2Z - Xeyez) = 3ex — yez
dx
d 3 3 3 2
#13: — (X +Yy 4+ Z — Xeyez) = 3oy — XeZz
dy
d 3 3 3 2
#14: — (X +Y + Z - Xeyez) = 3ez — Xey
dz
ET gradiente de z es
2 2
3ex — yez 3ey — XeZz
#15: - , —
2 2
3¢z - Xey 3ez — Xey
3 3 3
#6: 1 + (-1) 4+ z - 1le(-1)ez =0
3 3 3
#17: SOLVE(L + (1) + z - 1e(-1)ez =0, 2)
#18: z=-Lvz=Lvz=0
2 2
3¢1 - (-1)-0 3¢(-1) - 1.0
#19: - , — = [-3, -3]
2 2
3¢0 - 1.(-1) 3¢0 - 1.(-1)
1 2 35
#20: [-3, —3]-[ y — ] =
J5 J5 5

b) EI maximo decrecimiento corresponde a un angulo de 180° cuyo coseno vale -1, luego la
direccion es la opuesta al vector (-3,-3)
u=(3,3)

Y el valor del maximo decrecimiento

#21: |- [-3, -31] = B2
)]

La ecuacion del plano tangente en el punto P (x=1, y=-1, z=0), es
#22: 2z -0 == 3e(x = 1) = 3¢(y + 1)

#23: z = - 3¢(x +y)

Operando y pasando al primer miembro queda: [3x+3y+z=0
Un vector ortogonal al plano es (0,1,-3) por lo que una ecuacién de la
recta normal en P es
x -1 y +1 z-0
#24: = =
0 1 -3
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30.- a) Sea una funcion diferenciable z=f(x,y) y sean r y a las coordenadas polares de
cada punto (x,y), se pide hallarg,z en funcion de Q,g
or oo OX oy

c) Comprobar el resultado anterior considerando el cambio a polares de la funcién

Z =4/25-5x2 —5y?

Solucién:

2 2
#24: z = J(25 - 5ex - 5ey )

d 2 2 d d 2
[—— J(25 = 5ex — Sey )}-—— (reCOS(x)) + [—— J(25 - 5ex -

#25: dx dr dy
2) d J5exCOS () J5eyeSIN(®)
Sey )]-—— (reSIN(e)) = - -
dr 2 2 2 2
JEx -y +5) Jx -y +5)
J5exCOS () J5eyeSIN(®) J5er
#26: 2 2 ) 2 2 T 2
Jx -y +5) J=x -y +5) JG - r)
d 2 2 d d 2
[—— J(25 = 5ex - Sey )}-—— (reCoS(x)) + [—— J(25 = 5ex -
#27: dx do dy
2) d J5erexeSIN(®) J5ereyeCOS(x)
Sey )]-—— (reSIN(ex)) = -
do 2 2 2 2
JEx -y +5) Jx -y +5)
J5erexeSIN(®) J5ereyeCOS(x)
_ -0
#28: 2 2 2 2
JEx -y +5) Jx -y +5)
2 2
#29: J(25 - 5¢(reCOS(®)) - 5¢(reSIN(®)) )
2 2 2
#30: J(25 — 5¢(reC0S(0)) - 5¢(reSIN(e)) ) = /5¢J(5 - r )
d 2 J5er
— (55 -r)) = -
#31: dr 2
JG - r)
d 2
#32: — (f5J(5-r)) =0
do
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31.- La ecuacion z° +2xz+yz-x =0 define una funcién z =f(x,y) diferenciable en un
entorno del punto P(1, -2). Se pide:

2
a) El gradiente de z en el punto P y la derivada de segundo orden g 22 (P)
X

b) El plano tangente y la recta normal en P.

. . q - -, T
c) La derivada direccional en P en la direccion o = =

Solucién:

a)F(x,y,2)= 2 +2xz+Yyz-x=0 define implicitamente a la funcion z = f(x,y).
2°4+227-272-1=0=>72=1=1z=1

El vector gradiente de f en el punto P es V?(P) = E,Q
ox oy ),
0z G%X 2z-1 0z 1
_:_8F =T a2 :_(P):__
X / 32 +2x+y X 3
0z > 1 1
oF = [1e)-(33)
0z Ay z 0z 1
~  OF/ =22 :>_(P)=__
oy éz 322 +2x+y oy 3

(322 +2X+y)aax(22_1)_(22_1)@8)((322 +2X+y)

a_%:i(@]:i_ 21 ).
ox: ox\ox) ox\ 3z2+2x+y) (322+2x+y)2
2 g_ - g - 1 B 1
:_(32 +2x+y)26x (22 1)(626X+2j:>azz(|3):_3( 23} (63+2j:__2
(32 +2x+ y)2 o ° ;

b) Ecuacién del plano tangente a la superficie z en el punto P:

of of 1 1
z-1, _a—X(P)(x—xo)JrE(P)(y—yo)@z—1:—§~(x—1)—§-(y+2)<:>\x+y+32—2_0

Recta normal en P (pasa por P y es perpendicular al plano tangente en P):
X=1+A
y=-2+A
z=1+3\

of (P (1 1]_[1 \@J:_1+\/§

6
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3x

32.- La temperatura en un punto (X, y) de una lamina metalica es T(X,y) = ——.
X +y

a) Hallar la curva de nivel (isoterma) que pasa por el punto P(2, -1).

b) Hallar la direccion de maximo crecimiento de la temperatura en P.

c) Hallar el coeficiente de variacion de la temperatura en P en la direccién de la bisectriz
del primer cuadrante.

d) Hallar, usando la regla de la cadena, el coeficiente de variacion de la temperatura a lo
X = 2sent

y =cost
e) Si la cota de error en la medida de “x” es de £1% y en la de “y” es de 2%, hallar el
maximo error propagado de T en P.

largo de la curva {

Solucion:
a) Para hallar Ta curva de nivel en P(2,-1) calculamos previamente el
valor de T(P)

3.2 6
#1: 2 2 5
2 + (-
La curva de nivel en P tiene por ecuaciodn
6 3-x
#: 5 2 2
X +y

Operando obtenemos x2+y2-5/2x=0 que corresponde a una circunferencia de

centro (5/4,0) y radio 5/4.

b) La direcciéon de maximo crecimiento sabemos, por teoria que es la del
vector gradiente.

2 2
d 3.x 3.(y -x)
#3: —_ =
dx 2 2 2 2 2
X +y x +y)
d 3.x 6-X-y
#4: dy 2 2 2 2 2
X +y x +y)
ET vector gradiente en un punto (x,y) es:
2 2
3.(y -x) 6-X-y
#5: , —
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)
Y en P es:
2 2
3.((-1) -2) 6-2-(-1) 9 12
6: - :[__,_]
2 2 2 2 2 2 25 25
2 + (D) 2 + (D)
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables
c) Se nos pide Tla derivada direccional de T en P y en la direcciéon o=mn/4

e
#7 - —, — || COS| — |, SIN|— || =
25 25 4 4 50

d) Aplicamos Tla regla de la cadena a T a lo largo de Ta curva x=sent, y=
cost, y sustituimos x e y por las funciones de t que definen x e y

2 2
3-Cy -x) 6-X-y
#8: -(2-COS(E)) + |- - (- SIN(Y)) =
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)
2 2
6-(y - x ).COoS(t) 6-x-y-SIN(t)
+
2 22 2 2 2
x +y) x +vy)

2
6-COS(t)-(1 - 3.-SINCY) )
#9:

2 2
(3-SIN(t) + 1)

e) E1 error propagado maximo (en la medicion de T) se obtiene a partir de
la formula de 1a diferencial total de T

d 3.x d 3.x
dar = | — —— |- dx) + | — ——— |- (dy)
#10: dx 2 2 dy 2 2
X +y X +Yy
2 2
3.0y -x) 6-X-y
#11: dT = <(dx) + |- - (dy)
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)

Ahora sustituimos x=2, y=-1,dx=+0.01, dy=+0.02 y se obtiene la cota de
error que denominamos "error propagado maximo"

2 2
3-(C-1) -2)
error propagado maximo = «(+0.01) + |-
2 2 2
@2 + (-1 )
6-2-(-1)
- (£0.02)
2 2 2
2 + (-1 )
#13: error propagado maximo = (-0.36)-(+0.01) + 0.48.(+0.02)

error propagado maximo = + |0.36-0.01 + 0.48-0.02]
error propagado maximo = +0.0132
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33.- Dada la superficie 26X’ ~3=0. Se pide:

a) Hallar la curva de nivel correspondiente a z = 1. ;Qué tipo de curva es?

b) Hallar el plano tangente y la recta normal a la superficie en P(2, 2).

c) Estimar, mediante la diferencial, el incremento de la funcion, al pasar del punto P
(2,2) al punto (2.01, 1.99).

Solucién:
2 2
#1: X -y
z-e -3=0
a)
2 2
#2: X -y
1l.e -3=0
2 2
#3: X -y
e -3=0
2 2
#4: [ X -y ]
LN\e = LN(3)
2 2
#5 X -y = LN@)
2 2
X -y
#6: =1
LN(3)

Es una hipérbola equilateral de semiejesa =b =+/In3

b)
d 2 2
#7: —[ X -y ]
dx \z.e -3
2 2
#8: X -y
2:X-Z-€
d 2 2
#9: —[ X -y ]
dy \z-e -3
2 2
#10: X -y
— Z.y.z.e
d 2 2
#11: — [ X -y ]
dz \z.e -3
2 2
#12: X -y
e
2 2
#13: 2 -2
z-e -3=0
2 2
#14: [ 2 -2 )
SOLVE\z-e -3 =0, z, Real
#15: z =13
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Particularizamos las derivadas en el punto (2, 2, 3):

2 2
#16: 2 -2
2:2:3-e
#17: 12
2 2
#18: 2 -2
- 2-2-3.e
#19: -12
2 2
#20: 2 -2
e
#21: 1

Y sustituimos en la ecuacion del plano tangente:
Bk PYx=2)+ 5 (P)(y~2)+ I (P)(z-3)=0

#22: 12.-(x - 2) -12-(y - 2) +1-(z-3)=0
#23: l2.x —12.y +z -3 =0

Recta normal en P:
#24: [x, vy, z] = [2, 2, 3] + A-[12, -12, 1]

#25: K=12A+2Ay=2-12AAZ =X\ + 3
c)
Af(P) = df (P) =1, (P)AX +f‘y (P)Ay

oF. (P)

/X —_12

R 7T

oF/ (P)
', (P) =——Ay =12

ok ()

= Af(P) ~ ~12x0.01+12x (-0.01) ~|-0.24
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Solucion:

Limites radiales

. _xmx+m’x* . om+m’x m
a)limf(x,y)=lim————-= — = -
xy)-00) *¥0 X“+mX =0 14m 1+m
y=mx
Los limites radiales depende de m, luego, no existe el lim f (x, y).

(x,y)—(0,0)

Por tanto, f no es continua en (0, 0)|.

b)
£.0,0) = lim O =TOO _;,,070 ;6 _[g]
h—0 h h—0 h h—0
k3
= -0
, L fOK)-F(0,0) . k2 o
f',(0,0)=1im > = klmT—ml_
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35.- a) Hallar la derivada direccional de z = 2xy > en el punto (1,0), seguin la direccion
X -y

del vector U =(-1, 1):
a;) Aplicando la definicion.
ay) Mediante la diferencial.
b) ¢Cual es la direccion de méximo crecimiento de z en el punto (1, 0)?

Solucion:
a)

2) 2

3.2)

2 0n=viwo-L

ou lu|

ey YOCHYD) oy

fx(x,y)—(xz_yz)2 = 1,00=0 ( 1 1} :
2, \2 = —(1,0)=(0,1)- =55

f'y(X,y)=M:f'y(1,o):1 ou 2 2 2

(X —y*)°

b) La direccion de méaximo crecimiento de z en el punto (1,0) viene dada por:

vf (1,0) = (0, 1)
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36.- Dada la superficie x* + 2y? + z= 10, con z >0, se pide:

a) Hallar la curva de nivel correspondiente a z = 1. ;,Qué tipo de curva es?

b) Hallar el plano tangente y la recta normal a la superficie en P (2, 1).

c) Estimar, mediante la diferencial, el incremento de la funcion, al pasar del punto (2,1)
de su dominio, al (2.01, 0.99).

Solucién:
F(X,y,z2)=x*+2y*+2°-10=0; z>0

a)

2
7=1=x*+2y*+1-10=0 =x*+2y*=9= %+ -1

N

Es una elipse de semiejesa=3, b :i

N

b)

le(Po)(x_xo)"":'y(Po)(y_yo)‘H:'z(Po)(z_zo)zo

F.=2x=F' (21)=4

F',=4y=F' (21 =4

F' =22, 4+2+2°=10=>7°=10-6=4 =1z=42; como z>0, z=2

F,2)=22=4

Plano tangente:

4(x-2)+4(y-1)+4(z-2)=0 < x-2+Yy-1+2-2=0< [X+y+2-5=0

Recta normal:

X=2+4
y=1+4
2=2+1

Pues ﬁ =(1,1,1) es perpendicular al plano tangente en (2,1)

c)
Ax=0.01
Ay =-0.01
Af(2,1) = df (2) = ' (2DAx+ f',(2,1)Ay
froy--ta@h_ 4
F' (21 4
F'2) 4 — Af (2,1) ~ (=1):0.01+ (~1):(~0.01) =[0]
frE)=-——2t""7-_"__
’ F' 1) 4
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37.- a) Deducir cudl es la direccién de maximo crecimiento de una funcién diferenciable
z=f(x, y) en un punto P(X,, Y, )-

b) Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

b1) Si ( )IiEn )f(x,y) = L, entonces obligatoriamente existe el limite a lo largo
X,Y )\ X0,Yo

de cualquier camino que pasa por (Xo,Yo) Y vale L.
b,) Si fes diferenciable en (X, yo), entonces f es continua en (Xo, Yo).
bs) Si f tiene derivadas parciales en (Xo,Yo), entonces f es continua en (Xo, Yo)-

Solucién:

a)

at

ou

(P)=V{E(P)u=Vf(P)||u|cos(a) esmaximacuando cos(a)=1 siendo:

A

a = Vf (P),u=0°

Luego, la direccion y el sentido de G coincide con los de V?(P).

b)

b,) VERDADERQ

b,) VERDADERQ|

bs)
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38.- a) Hallar la derivada direccional de z =

del vector U = (1,-1):
a;) Aplicando la definicion.
ay) Mediante la diferencial.

Xy

en el punto P(1,0), segun la direccion

X+Yy

b) Razonar si z es creciente o decreciente en P en la direccién de .
c) ¢Cual es la direccion de maximo crecimiento de z en el punto (1, 0)?

Solucion:
a)
) u (1 1]
1) —— =\ —F/7— ——F—
u] W2' o2
A A
fll+=,0-—— |- (10
N 1,0)= 1im (+ﬁ ﬁj ( )_nm B UL |
ou -0 Y 0 | \[2 2 2
3.2)
7, =PI XY o (10)=0
(x+y)
Z‘y: w = Z\y (1'0) = l
(x+y)
of > 1] 1 1 -1
- 1,0 = Vf 1,0 = 0, 1 —_—,——=|= -
F00= Va0 =00 S5 )= | 5
b) [z es decreciente en P en la direccién de G| por ser ﬂ(1,0) - . Lo
2 72

c) La direccion de maximo crecimiento de z en el punto (1, 0) viene dada por:

vf(L0)=(0,1)
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6.- La temperatura en un entorno del origen viene dada por una funcion de la forma
T(x,y) =T, +e” sen x. Hallar la trayectoria seguida por una particula, originada en el

origen, que huye del calor. Hallar la variacion de temperatura que experimentaria la
particula si tomase la direccion del vector 0 = (1,-2).

Solucion:
Representamos la trayectoria por unas ecuaciones paramétricas: F(t)= (x(t), y(t)).

Un vector tangente a dicha trayectoria en cada punto (x(t), y(t)) viene dado por

F(t)= [d—x ﬂj.

dt ' dt

Como la particula huye del calor, tomara la direccion de maximo descenso de temperatura,
que viene dada por el vector:

_VT(x,y)= —[Z—I%j = —(e” cosx, e”senx)

Por tanto, las direcciones de 7t) y de (—ey cos x,—eysenx) son la misma a lo largo de toda la
trayectoria. Asi pues,
dy

—e’cosX = kd—x y -—e’senx = ka , donde k depende de t.
Despejando % en cada ecuacion e igualando los resultados, se obtiene:
dx _dy tgx dx =dy =y = ftgx dx = -In(cosx )+ C
COSX  senx

Como sabemos que la particula parte del origen, ha de ser: 0 = -In(cosO)+ Cc=C.

Por consiguiente, la trayectoria seguida por la particula sera:
y = -In(cosx)
La figura muestra esa trayectoria.
Observacion: La trayectoria es perpendicular a las
curvas de nivel (isotermas) pues en cada punto su vector
tangente es paralelo al vector gradiente en ese punto.

La variacion de temperatura que experimentaria la particula si
tomase la direccién del vector 0 = (1,-2) seria la derivada

= [D I:I:I - direccional de T en el (0, 0) en la direccion de dicho vector:
I z g(o,O): VQT(0,0)~E=(—1,0)~(i,_—2]=i:ﬁ
A |U| NI
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7.- Un campo escalar diferenciable z = f(x, y) tiene, en el punto P(1,2) las derivadas
direccionales +2 en direccion al punto A(2,2) y -2 en direccion al punto B(1,1).
Determinar el vector gradiente en P y calcular la derivada direccional en P en direccion
al punto C(4,6).

Solucion:
4 c Sea V(P)=(a,b)
6 Vector direccion de Pa A: T =(2,2)-(12) = (1,0)
W Vector direccion de PaB: v =(11)-(1,2) = (0,-1)
= P)=VH(P)-(10)-2
L[PG A o . =
5 L (P)=VF(P)-(0,-1)= -2
‘[, X )= vt(P)-0-1)
1 2 4 —a=7 =
{ o :>a:2,b=2:> VE(P)=(22)
Vector direccion de Pa C: W = (4,6)—(1,2) =|W|=v9+16 =5

%(P):(Zz)( 4 _1

5 5
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8.- Hallar la constante ¢ tal que en todo punto de la interseccion de las dos esferas
(x—cP+y*+22=3; X2 +(y-cf+2° =1
los planos tangentes correspondientes sean perpendiculares entre si.

Solucién:

Unas ecuaciones implicitas de ambas esferas son, respectivamente:
F(x,y,2)=(x-c)’ +y? +2*-3=0
G(x,y,z)=x*+(y-c) +z°-1=0

Un vector normal al plano tangente a la primera superficie es:
A, = OF OF OF)_ (2(x—c), 2y, 22)

oxX oy o0z
Un vector normal al plano tangente a la segunda superficie es:

G (%688 )
nz_(ﬁx’ay’azj (2x, 2(y-c), 22)

Para que se cumplan las condiciones exigidas en el enunciado del problema, para el punto
genérico P(x, Y, z) se ha de verificar:

1) P debe pertenecer a la primera superficie: (x —c)* +y®+2z°-3=0
2) P debe pertenecer a la segunda superficie: x? +(y—c)* +z2 -1=0
22

3) fi,-fi, =0 (2(x-c), 2y, 22)-(2x, 2(y-c), 22)=0< x* —cx+y* —cy+2° =0

Resolviendo con DERIVE el sistema formado por las tres ecuaciones anteriores, se obtiene
que hade ser |c=+/2]
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X = Cost

9.- Un pato esta nadando a lo largo de la circunferencia unidad { sent
y:

y la

temperatura del agua en el estanque esta dada por la expresién T = x?¢” — x y°. Hallar el

coeficiente de variacion de la temperatura % gue puede sentir el pato:

a) Expresando T en términos de t y diferenciando.
b) Mediante la regla de la cadena.

Solucién:

a) T(t) =cos’t-e*" —cost-sen’t

ar _ 2 cost (-sent)e™™
dt

sent

+cost e*™cost - | (-sent)sen’t + cos t 3sen’t cost] =

sent sent

|- 2 cost sent &*™ + cos’t &*™ +sen“t — 3sen’t cos’t |

b)
oT _oT dx T dy

X t ox dt oy dt
T < (2xe” —y® [—sent)+ (x%e” —3xy? )cost =

t |- 2 cost sent e*™ + cos®t e*™ +sen*t — 3sen’t cos’t
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\%
, transforma z = f(x,y) en z = g(u,v). Calcular el

10.- El cambio de variables {

y=uv
2 2 2 2 2
valor de 0z enelpuntou=1,v= 1sab|endoqueﬂ=a£—a£ of _ of =len
ovou oy ox° oy axay OyoX
dicho punto.
Solucién:
o’g 0 agj
u _ = | —=
< ovou 8v(au
f=
g <u ag _ of ox afay afhﬁ.v2
y U ox ou 6’y8u OX oy
0’9 o (of o , 8(8fj ofof , a[afj
A+— VvV |=—| — |+ —| — V' |=—| — |+V
ovou  ov | ox oy ov\ox ) ov\oy oV \ OX
<u i(&fj a(af)ax+g(af)g
<X oviox) ox\oxJov oy\ox ov
of of
x' oy <u o (o aafa_xaafay
y ovloy) oxloyjov oylay)ov
Sustituyendo estas dos Ultimas expresiones en la anterior a
ellas, queda:
o'g i[ﬂja_x Q(ﬁj@ A AL A
ovou| OX\ox)ov oy\ox )ov ox\ oy Jov oy\oy)ov| oyov
2 2 2
—ﬂl ot 2uv +V* ot 1+ ﬂ2uv +ﬁ2v = 1+2+1+2+2:
ox? 0yox oxoy oy’ oy (=Y
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

11.- La ecuacién xy + xz° + zy + 1 = 0 define implicitamente una funcién real de dos
variables reales z=f(x,y).

a) Hallar el vector gradiente de f en el punto P(-1,1,0).

b) Calcular la derivada direccional de z en P en la direccibn de descenso mas
pronunciado.

c) Dar la ecuacion del plano tangente a la superficie z en el punto P.
2

d) Hallar % en P.

Solucion:
a) F(X,y, z) = xy + xz3+ zy + 1 = 0 define implicitamente a la funcién z = f(x.y).

El vector gradiente de f en el punto P es V?(P) = Q1Q
ox oy ),

oz _ aFaX_ y+z° oz -1

= LOX__ Zp)=—==21
Ox 57 3x22+y:>8x() 1

= |[VE(P)=(-LY)

8@ X+2Z :2(P): -1
6y 8éz 3xzZ+y oy

b) La direccidn de descenso mas pronunciado viene dada por el vector:

i=-vi(P)=(1-1)
La derivada direccional de z en P en esta direccion es:
of (1 1) —1 -1 2

E(P) (11) \/— \/— \/— _E

c) Ecuacion del plano tangente a la superficie z en el punto P:

ot P ) 20t - 5y 2
2 0 0 )
Q) E a(azj ﬁ(_ i j__(3xz +y)ay(x+z)—(x+z)ay(3xz +y):
oy oylay) oyl 3xz*+y (axz? +y)

(3xz’ +y)‘;z/_(x+z)(3x222§+lj :{azzj __(0+1)1-(-1+0)-(0+1)

(3sz +y)2 oy’ (O+1)2 §
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12.- Dada la funcién f(x, y) = x-tg y, se pide:
a) Hallar el dominio de f.

b) Dar las direcciones de maximo y nulo crecimiento de f en el punto P(Z,gj .

c) Calcular la derivada direccional h(a) de f en P en la direccion que forma un angulo o
con el eje de abscisas.

d) Hallar la aproximacion lineal (plano tangente) de f(x,y) en P.

e) Suponiendo que el error estimado al medir la magnitud “x” es de un £2% vy el de “y”
un 5% ¢ cudl es la estimacion del error propagado?

X =cost

f) Calcula la derivada de f respecto de t en la circunferencia { i
y =

Solucién
a) Domf = R {(x, y) tales que y= kn/2, keR}

b) La direccion de maximo crecimiento es la del gradiente:
- X
VI(P)=| tany, =(1,4).

(P) [ y Coszyl

Anélogamente la direccion de nulo crecimiento es U L Vf(P), luego U= .

c) Un vector en la direccion indicada es U= (cosa, sena), ademas |U|=l, por tanto,

h(c)=VF(P) (cosa, sena)= (1,4) (coso., sena)= lcosa+4sendl,

d) La ecuacion de la aproximacion lineal es la del plano tangente en P:

7= zo+(2—il(X—xo)+(%jp(y—yo)

20= f(2,m/8) = 2=> |z = 2+1(x — 2) + 4(y—%)

e) dz= (ﬂj dx+(ﬂ] dy = el error propagado es
ax P ay p

E~1.(+0,02) + 4-(0,05) =

f) ﬁz[ﬁ) d_x+ o d_yztanycost+
dt \(ox) dt \oy

™ o2 sent =
y

tan(sent)cost + ﬁ:nt)sent

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: Métodos Matemadticos 20




Diferenciabilidad de funciones de varias variables

3x

13.- La temperatura en un punto (X, y) de una lamina metalica es T(X,y) = —— .
X4y

a) Hallar la curva de nivel (isoterma) que pasa por el punto P(2, -1).

b) Hallar la direccion de maximo crecimiento de la temperatura en P.

c) Hallar el coeficiente de variacién de la temperatura en P en la direccion de la
bisectriz del primer cuadrante.

d) Hallar, usando la regla de la cadena, el coeficiente de variacion de la temperatura a
X = 2sent

y =cost
e) Silacota de error en la medida de “x” es de £1% y en la de “y” es de +2%, hallar
el maximo error propagado de T en P.

lo largo de la curva {

Solucion
a) Para hallar Ta curva de nivel en P(2,-1) calculamos previamente el
valor de T(P)

3.2 6
#1: 2 2 5
2 + (-
La curva de nivel en P tiene por ecuaciodn
6 3-x
#: 5 2 2
X +y

Operando obtenemos x2+y2-5/2x=0 que corresponde a una circunferencia de

centro (5/4,0) y radio 5/4.

b) La direcciéon de maximo crecimiento sabemos, por teoria que es la del
vector gradiente.

2 2
d 3.x 3.(y -x)
#3: —_ =
dx 2 2 2 2 2
X +y x +y)
d 3.x 6-X-y
#4: dy 2 2 2 2 2
X +y x +y)
ET vector gradiente en un punto (x,y) es:
2 2
3.(y -x) 6-X-y
#5: , —
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)
Y en P es:
2 2
3.((-1) -2) 6-2-(-1) 9 12
6: - :(__,_)
2 2 2 2 2 2 25 25
2 + (D) 2 + (D)
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c) Se nos pide Tla derivada direccional de T en P y en la direcciéon o=mn/4

e
#7 - —, — || COS| — |, SIN|— || =
25 25 4 4 50

d) Aplicamos Tla regla de la cadena a T a lo largo de Ta curva x=sent, y=
cost, y sustituimos x e y por las funciones de t que definen x e y

2 2
3-Cy -x) 6-X-y
#8: -(2-COS(E)) + |- - (- SIN(Y)) =
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)
2 2
6-(y - x ).COoS(t) 6-x-y-SIN(t)
+
2 22 2 2 2
x +y) x +vy)

2
6-COS(t)-(1 - 3-SIN(CL) )
#9:

2 2
(3-SINCt) + 1)

e) E1 error propagado maximo (en la medicion de T) se obtiene a partir de
la formula de 1a diferencial total de T

d 3.x d 3.x
daT = | — —— |- dx) + | — ——— |- (dy)
#10: dx 2 2 dy 2 2
X +y X +Yy
2 2
3.y -x) 6-X-y
#11: dT = c(dx) + |- - (dy)
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)

Ahora sustituimos x=2, y=-1,dx=+0.01, dy=+0.02 y se obtiene la cota de
error que denominamos "error propagado maximo"

2 2
3-(¢-1 -2)
#12: error propagado maximo = - (£0.01D) + |-
2 2 2
@2 + D)
6-2-(-1)
-(£0.02)
2 2 2
@2 + D)
#13: error propagado maximo = (-0.36)-(+0.01) + 0.48.(+0.02)
#14: error propagado maximo = + |0.36-0.01 + 0.48.0.02]|
#15: lerror propagado maximo = +0.0132|
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14.- La ecuacion z° +x°z+2xy+yz—3=0 define z=f(x,y) como funcién implicita de
x ey. Hallar:

a) €f(Po), siendo Po(1,1,0).

b) Plano tangente a la superficie en el punto P, .

c) La derivada direccional de f en el mismo punto P,, en la direccion de la bisectriz del

segundo cuadrante. Decir si z:f(x,y), en P y en esa direccidn, es creciente,
decreciente, o si esta en la direccidon de una curva de nivel.

0%z
9 57 F).
Solucion
a) F(X,y,2)=z*+x°z2+2xy+yz-3
F 2 2
F, =2xz+2y ZX=——X=—XZ—+2y
F, 22+ X" +Yy
F, =2X+2z =
) , o R ez
F,=2z+X"+Yy y F, 27+ %% +y

Sustituyendoen P,: z, =-1, z, =1, luego, vi(R,) =[(-L,-1)

b) Plano tangente a la superficie en el punto P, :

zg—i(Po)(X—xo)+%(Po)(y—yo)<:>z—o:_1.(x_1)_1.(y_1)©|X+y+z_2=O

z-12,

c) Vector unitario en la direccion de la bisectriz del segundo cuadrante:
u_ [—_1 L)
i~ \V2' V2
Derivada direccional de fen P, en la direccion de este vector:
0z u -1 1
A T _1’_1' =y = =0
o §- 0 5)

Luego, en Py en esa direccion, [z est4 en una curva de nivell.

d) 622_ig_i_ 2Xx+2 )
oy> oyloy) oyl 2z+x°+y

] (22 +x2 +y);(Zx+z)—(2x+z)§y(22+x2 +y) )

) (2z+x2 +yf

2 0z oz
=_(22+x +y)ay—(2X+z)(26y+1]:> 527 (PO)—__l(z)_Z(_2+1)

(22+x2+y)2 oy " 4

(L1) = vz(L1)

=0

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: Métodos Matematicos 23




Diferenciabilidad de funciones de varias variables

T
0

15.- En una superficie, la temperatura en un entorno del punto P(4 Oj viene dada por

la funcién T(x,y)=~/2e Ycosx

a) Hallar la direccion de maximo calor seguida por una particula que parte de P.
b) Hallar la variacion de temperatura experimentada por la particula si toma, desde P,

la direccion del vector u =(1,-2).

s,
) TP )L -
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16.- Hallar unas ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva interseccion de
las superficies xy + z=0, X’ + y* + z°=9, en el punto Py(2,1,-2).

Solucion

La recta tangente es la interseccion de los dos planos tangentes a ambas superficies en el
punto Pg.
Plano tangente a la primera superficie:
z-12, :?(P)(x—xo)+%(P)(y—yo)<:> X+2y+2z-2=0,siendo f(x, y) =- xy.

X
Plano tangente a la segunda superficie:
oF oF oF :
—(P)x—x,)+—(PNy-y,)+—(P)z-2,)=0<2x+y—-22-9=0, siendo F(x, y, 2) =
OX oy 0z
X2+ y2+ 720,

—
11

Ecuacion de la recta tangente pedida:
g P 2X+y—-22-9=0

{x+2y+z—2:0
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17.- La ecuacion cos(;r x)—x2y+eXZ +Yyz =4 define implicitamente la funcion z =f(x,y).
Suponiendo que se dieran las condiciones de diferenciabilidad adecuadas, calcular:
a) Plano tangente a la superficie en el punto P,(0,1).

b) Derivada direccional de zen P,(0,1) y en la direccién o = —% :

c) Ecuacion y dibujo aproximado de la curva de nivel que pasa por P, .

0%z
ek

Solucién:
a) F(x,y,z)=cos(nx)-x’y+e* +yz—4=0
Parax =0,y =1, seobtiene: 1-0+1+z2-4=0=>2=2

n= (%L (x —x0)+(2—;]% (y—yo)+(%jpo (z-2,)=0

F.(x,y,z)=—nsen(nx)—2xy + ez = F (0,1,2) = 2
F,(x,y.z)=—x*+z=>F,(012)=2
F(x,y,z)=e*x+y=F,(012)=1

Luego, se tiene que:
7=2(x=0)+2(y-1)+1(z-2)=0<[2x+2y+7-4=0|

b) Si el vector es unitario: a—i(PO): Vi(P,)-u.
ou

. . . -, U
Un vector unitario en la direccion o = 4 es:

ool ol D27

O2p)- BORY_ 5 02 HOLD

F(0L12)

oy " F(012)

Por tanto, a—i(PO)zvjc (PO)G:(—Z,—Z){Q -£j=—x/§+\/§=@.

2 2
ou
c) Curva de nivel que pasa por P, (0,1): Se sustituye z por 2 en la ecuacion de la
superficie:

_e”+cos(zx)-4
- x?—2

cos(zx)-xy+e* +2y =4 <y
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2 F 2
B = (Po)=i(2J=i(——y]=—i[zﬂx J=
X 0y ox\oy) ox\{ F ox{xe™ +y
~ (xe +y)z, —2x)—(z-x?xe**(xz, +2)+e*]
(xeXZer)2

Particularizando en P, (x =0,y =1, z = 2), se obtiene:

0’z (P0)=—1(_2)_2 A
ox oy 1
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18.- Un posible modelo para el consumo de leche “per capita” viene dado por la funcién

= -1,83x- 1,09 y +140,7 donde x es el consumo de leche desnatada, y el de leche
semidesnatada y z el de leche entera. Una empresa lactea estima para el afio un consumo
“per capita” de 35,1+ 1 litros de leche desnatada y 40,1+ 1 litros de leche semidesnatada.
Se pide estimar el m&ximo error propagado y el error porcentual en la prediccién sobre
el consumo de leche entera.

Solucién

ET error propagado viene dado por Tla diferencial:
0z 0z

Az~dz=—(P,) Ax+——(P,) A
(P ay( ») Ay
#1: z = f(x, y) = - 1.83-x — 1.09.y + 140.7
#2: f(35.1, 40.1) = - 1.83-35.1 — 1.09.40.1 + 140.7 = 32.758
d
#3: — (- 1.83-x - 1.09.y + 140.7) = -1.83
dx
d
#4: — (- 1.83-x - 1.09-y + 140.7) = -1.09
dy
01 01
Amdz:a—(Po)AXJra—(Po)Ay: (-1.83). 1 + (-1.09) 1 = | 2.92.
X y
Error porcentual:
-1.83.1 + (-1.09)-1 146000
#5: .100 = -
32.758 16379
-1.83.1 + (-1.09)-1
#6: .100 = -8.913853104
32.758
| - 1.83.1 + (-1.09)-1 |
#7: | .100| = |-8.913853104| = [8.913853104 %

| 32.758 |
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19.- a) Aplicando la regla de la cadena, calcular la derivada dz/dt a lo largo de la curva
x=cost, y=sent, siendo z=e*seny y evaluar si, en t=n/2, z es creciente o decreciente.

b) El radio y la altura de un cilindro circular recto verifican que:
E=6cm/min,@:—4cm/min
dt dt

Si V=nr?h es el volumen de dicho cilindro se pide, aplicando la regla de la cadena, hallar

. .. . . dv
para r=h=5cm, su ritmo de variacidn, es decir, la derivada, T

Solucién
dz ozdx ozdy
a) —=——+——2
dt ox dt oy dt
X
#8: z = e -SIN(Y)

d X X

#9: — (e -SIN(y)) = e -SIN(y)
dx
d X X

#10: — (e -SIN(y)) = e -COS(y)
dy

LTevando estas expresiones a la derivada:

X X

#11: %: (e -SIN(y))-(- SIN(Ct)) + (e -COS(y))-COS(t)

Sustituyendo x e y en funcién de t en la expresioén anterior:

COoS(t) COoS(t)
#12: (e «SIN(SINC(t))) - (- SIN(Y)) + (e «COS(SIN(t)))-CoS(t) =
COoS(t)
e < (COS(t) -COS(SIN(t)) — SIN(Ct)-SINCSINC(HY))
Ccos(t)
#13: e « (COS(t) -COS(SIN(t)) — SIN(t)-SINCSIN(Y)))

Para el valor t=m/2:

o Yol ) ol o )

—SIN(1)
Por ser la derivada %( m/2) < 0, z es en dicho valor de t.

b)

2
#15: V = m-r -h

dv oV dr oV dh
Calculemos EZEEJFEE

d 2 d d 2 d d 2 d
— (mer - D|t—r +|— (mer :h)|]e— h = @2-w-her)e— r + (mer ).— h
dr dt dh dt dt dt

dv
Sustituyendo r y h por sus valores concretos, se obtiene ECS’ 5):

2

#17: (2-7-5-5)+6 + (m-5 )-(-4) =
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20.- La ecuacién xIny+y?z+z> =10 define de forma implicita a z como funcién de x e y,
se pide:

a) La derivada direccional de z en el punto P(2,1) en la direccion del vector (2,-2)

b) Las direcciones de la curva de nivel de z en P.

¢) El plano tangente y la recta normal en P.

Solucion:
82 - -
a) —(P)=Vf(P)-u
o u
Hemos de hallar el vector gradiente de f en forma implicita:
2 3
#18: F(x, y, z) = Xx-LN(y) +y .z+2z -10=0
d 2 3
#19: — (X:LN(y) +y «z+ 2z -10) = LN(y)
dx
d 2 3 X
#20: — (X'LN(y) +y «z4+42z -10) = — + 2.y-z
dy y
d 2 3 2 2
#21: — (X*IN(y) +y = z4+42z -10) =y + 3.z
dz

El gradiente de zen (X, y) es

X
— + 2-y-2Z
LNCy) y
#22: - -
2 2 2 2
y + 3-z y + 3-z

Hallemos f(2,1), despejando z en la ecuacion implicita para esos valores de x e y:

2 3
#23: SOLVE(2-LN(1) +1 -z + 2z -10 =0, 2)
#24: z=-1-2iLvz=-1+2-Lvz=2
Luego, z = 2.
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El gradiente de zen (2, 1) es:

2
— + 2-1.2
LN(D) 1
#25: -—-—, -
2 2 2 2
1 + 3.2 1 + 3.2
2
— + 2:1.2
LN(D) 1 6
#26: - y - = [0, - —
2 2 2 2 13
1 + 3.2 1 + 3.2

Y la derivada direccional pedida es:

[ 6 ] [2, -2] 3.2
0, -
1

#27:

3 1 |12, -21] 13

b)
Las direcciones de la curva de nivel indican crecimiento nulo, es decir, en P y en dichas
direcciones la derivada es 0, luego la direccién seguida es ortogonal al vector gradiente, por lo

tanto, son las indicadas por los vectores |(-1,0), (1,0),.
c)

La ecuacién del plano tangente en el punto P (x=2, y=1, z=2), es

6
#28: z -2=0-(x - 2) + [— —]-(y -1
13

Operando y pasando al primer miembro queda: 6y+13z-32=0
Un vector ortogonal al plano es (0,6,13) por lo que una ecuacion de la recta normal en P es

X — 2 y -1 z -2
#29: = =
0 6 13
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21.- a) Sea una funcién diferenciable z = f(x,y) y sean X = s + a, y = sa, escribir las

ecuaciones de un cambio de variable a a— en funcion de Z,Q
ds ' oo OX oy
0%z 0%z
b) La ecuacion de Laplace es la ecuacion en derivadas parciales —+—=0
oX oy

Comprobar que la siguiente funcion verifica la ecuacion de Laplace z =e*seny

Solucién

a)

0z

0S

_a ax oroy oz

T ox os ayas ax

az

"

0z

Gox iy

—+ =
Oax OXOa 0Oy Ooa OX

0z

oy

b) No hay mas que hallar las derivadas segundas, sustituir en la ecuacion y ver que se
cumple:

d )2 X d )2 x X X
#30:[—] (e -SINCYy)) + {—] (e -SIN(y)) = e -SIN(y) + — e -SIN(y)=0
dx dy
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% §i(xy)=(00) B
22.- a) Dada la funcion f(x, y) = {/x? +y? , se pide calcular V f(0,0) y
0 si (x,y)=(0,0)

la derivada direccional de fen (1, 1) y en la direccion de la curva de nivel.
c) Lacajade cambios automatica de un Nissan Qasqghai tiene dos piezas con forma de
cono circular recto, aproximar el error propagado y el error relativo cometidos en el

calculo del area lateral (A = nr\/r2 + hzj de uno de los conos si se han obtenido r=13,5

cmy h=20,1 cm con un error maximo de medida de 2mm.

Solucion:
a)  Por estar definida la funcion f(x, y) de forma distinta en (0,0) que en el resto, el céalculo

de 3 f(0,0) = (?ij hemos de hacerlo mediante limites:
X
(0,0)

6h0
2 2
A 40 0 020
OX (0.0) h—0 h h—0fn h-0
6:0-h
2 2
(ij =lim 0" +h =lim—=1im0=0
(0.0) h—0 h—0 h—0

Luego |V f(0,0) = (0,0)
La curva de nivel es el conjunto de puntos (x,y) donde la funcién tiene el mismo valor,
luego su direccién indica, en cada punto, la direccién de crecimiento cero, luego la
derivada direccional de f en (1,1) y en la direccién de la curva de nivel es @

b)  El error propagado es una cota del error obtenida mediante la diferencial de la funcién

A=7ryr? +h® | es decir, teniendo en cuenta que dA = Z—Adr +Z—':dh y tomando r=13.5cm
r

y h=20.1cm, dr= dh =0,2cm.

2 2
d 2 2 melh + 2.r )
— (merefir +h )=z ——
dr 2 2
Jth o+ r )
d 2 2 meher
— (merefir +h )=z ——
dh 2 2
'\."r':h +r )
2 2
m.(20.1 + 2.13.5 ) m.20.1.13.5
0.2 + 0.2 = 26.98420385
2 2 2 2
J20.1 4+ 13.5 ) Jzo.1 + 13.5 )

Luego, el error propagado es |Ep ~ 26.9842 cm|.
El error relativo es el cociente entre el error propagado y el valor (aproximado) del area
medida

E
E ~—>

A
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2 2
n-13.5-J{13.5 + 20.1)

26.98420335
= 0.02627730585

i 2 2
m«13.5./(13.5 + 20.1 )

Luego, |E; ~ 0.02627|, en porcentaje seria un error porcentual del 2.63%

aproximadamente.
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8xy
1+x°+y
a) Hallar el error porcentual, en la estimacion de f(1,-2), si se ha medido x=1 con un
error de £1% e y=-2 con un error de +2%.
b) Hallar la curva de nivel correspondiente a z=2 y comprobar que es una hipérbola.
c) Hallar en P(1,-2) la derivada direccional en la direccién de maximo crecimiento.

23.- Sea la funcion f(x,y)= >, se pide:

Solucion:
8.-x-y

#37: 2 2

1+x +vy
a) E1 error porcentual se estima con (df(1,-2)/f(1,-2))=100.
Los datos de los errores de medida que nos proporcionan nos dicen que
(dx/x)*100=+1, (dy/y)#100=+2, luego dx=+0.01x, dy=+0.02y. Calcularemos,
en x=1, y=-2, el error porcentual en valor absoluto

8:1-(-2) 8
#38: 2 2 3
1+1 + (-2)
2 2
d 8-x-y 8.y.-(x -y -1
#39: — = -
dx 2 2 2 2 2
1+x +vy x +y + 1
2 2
8-(-2)-(1 - (-2 -1 16
#40: - = -
2 2 2 9
a + -2 +1
2 2
d 8-x-y 8:x-(x -y + 1)
#41: —_— =
dy 2 2 2 2 2
1 +x +vy x +y + 1)
2 2
8:1-(1 - (-2) + 1) 4
#42: = - —
2 2 2 9
@ + 2 +1
16 4
[— —J-0.0l + [— —J 0.02.2
9 9
#43: .100 = 1.333333333

Es decir, el error porcentual es aproximadamente un

b) Es una hipérbola, como se ve operando y dibujando
8-x.y
=2

#44 . 2 2
1+x +vy
2 2
#45: 2. (1 +x +y ) - 8-x-y=0
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2 2
#46: X —-4.x.y+y +1=0

-3

c) La direccion de maximo crecimiento es la del gradiente en (1,-2) y el
valor de Ta derivada direccional es el médulo del gradiente. Las
derivadas en (1,-2) estan calculadas en el apartado a)

16 4 4. /17
#47 S | S —
9 9 9
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24.- a) Hallar las ecuaciones de los planos tangentes a las superficiesS=xyz=1y
S’= X%+ 2y? + 3z% =0, respectivamente, en el punto P(1,1,1).

b) ¢Cual seria la ecuacion de la recta tangente a la curva interseccion de las
superficies Sy S’.

Solucién:

a)

Utilizaremos Tas férmulas de la derivacion implicitas para obtener los
gradientes de cada superficie en el punto indicado

#48: x.y-z -1=0

d d 1
— (xryz = 1) — (xry-z = 1)
dx dy z z
#49: |- , - S
d d X y
— (xry-z = 1) — (xry-z = 1)
dz dz i
1 1
#50: |- —, - — | = [-1, -1]
1 1
#51: z-1=-1-(x-1) + - 1-(y - 1
#52: X +y +z =3
2 2 2
#53: x + 2.y + 3.z =0
d 2 2 2 d 2 2 2
— (x + 2y +3-z) — (x + 2y +3-z)
dx dy [ X 2y ]
d 2 2 2 d 2 2 2 |l 3.z 3.z
— (x + 2y +3-z) — (x + 2y +3-z)
dz dz
1 2.1 1 2
#55: |- , - - =, - —
3.1 3.1 3 3
1 2
#56: z - 1= - —.(x-1) + - —-(y - 1)
3 3

#57: X + 2-y + 3-z = 6

b) La recta tangente a la curva interseccion de las superficies Sy S’ es
Ta determinada por Ta interseccion de 1os dos planos obtenidos

#58:SOLUTIONS([x + y + z =3, x + 2.y + 3.z = 6], [Xx, vy, z]) =
[e1, 3 - 2.@1, @1]
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25.- Sea z = f(x,y) una funcién con derivadas parciales continuas. Aplicar el cambio

— 2 2
de variables: {u x+y y probar que oz oz = (@J _(gj
-y ou ov

V=X ox oy

Solucion:

ouox ovox)ouay avoy) \au av Jlau v

80

oz oz (az u oz av)(ga_u+g@]:[g1+ﬂl)[zl+%(_1)j:
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sin(x*+y?)
26.- Sea f (x,y)= )Ezfyz) si (xy)#(0,0)
1 si (x,y)=(0,0)

Se pide:

a) Dom f.

b) Estudiar la continuidad de f.

c) Calcular, si existen, las derivadas parciales de f en (0, 0).

d) Calcular, si existen, las derivadas parciales de f en (Vx, -Vr).

Solucion:
a) E1 dominio de 1a funcién es todo

b) En todo (x,y)#(0,0) T1a funcidén es cociente de funciones continuas cuyo
denominador es distinto de 0.

En (0,0) hemos de estudiar si el Timite es 1.

Pasamos a polares

2 2 2 2 2
SIN(X +vy) SINC(r-CoS(e)) + (r-SINCo)) ) SINCr )
#13: = =
2 2 2 2 2
X +Y (r-CoS(e)) + (r-SINCo)) r
2
SIN(r )
#14: 1im — =1
r-0 2

r
Luego [f también es continua en (0,0)|

c) E1 cadlculo de Tas derivadas parciales en (0,0) se realiza aplicando 1la
definicién

sen(h*+0%)
(ﬂj _ lim—N"+0° _1im2 = im0 =]
X Jog "0 h h>0fh  h-0
sen(0* +h*)
a _|im—0°+h’ :|im9:|l'm0:@
©0) h—0 h h-0ph h-0

d) Al ser la funcidn diferenciable en (x,y)#(0,0), por ser cociente de
funciones diferenciables, aplicamos las reglas de derivacion

2 2 2 2 2 2 2 2
d SIN(x +vy) 2.x-((x +y)-COS(x +y ) —-SIN(xX +vy))
#17: — =
dx 2 2 2 2 2
X +y x +y)
2 2 2 2 2 2 2 2
d SIN(Xx +vy) 2.y-((x +y )-COS(x +y ) —-SIN(xX +vy))
#18: — =
dy 2 2 2 22
X +Yy x +y)

Sustituimos en (Jm,-Jm)

2 2 2
2-yn-((Yn + (- Jm) )-CoS(Ynm

2 2 2
+ (= Jm) ) = SIN(m + (- ym) ) 1

2 2 2 Jn
W+ (- Jm )
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27.- Al hacer un levantamiento de una porcion triangular de terreno se han medido dos
lados a=150m y b=200m, asi como el angulo comprendido C=60° ;Cuél es el error
porcentual que tendré el area de dicho terreno si la cota de error al medir ay b es de
2cmy la de C es de 2°.

Solucion:
aebeSIN(x)

#1:

2

beSIN(o) a*SINCo) aeb+COS(xx) m
¢0.02 + ———+0.02 + .

2 2 2 90

#2:
aebeSIN(x)
2
i i n
200-SIN[———) 150-SIN[———) 150-200-COS(———J m
3 3 3
«0.02 + «0.02 + .
2 2 2 90
«100=
i
150-200-SIN[—]
3
2

= 2.03866596
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28.- Sea la funcién f(x,y) = (x2 +4y2)e1‘xz‘yz ,hallar:
. X =sen(2t)
c) Laderivada de f alo largo de la curva .
y =cost

d) ¢Es f creciente o decreciente en t=r?

Solucién:
a)

#4: 2 2 1-x -y
(X 4+ 4oy )ee

d 2 2 d
[—[2 ) 1_x_y])d [_[2 ) 1
#5: dx \(x + 4ey )ee o— SIN(2et) + \dy \(x + 4oy )ee

dt
2 2
- X -y d 2
e— COS(t )
dt
2 2 2 2
#6: -x -y +1 - X -y 2 2
4exee eCOS(2+t) + e e(4egeteye(x + 4e(y -
2 2 2
1)) eSIN(t ) — deeexe(X + 4oy )eC0S(2¢t))
2 2
#7: -x -y +1 2 2 2 3
4dee e((tex oy + 4eteye(y — 1))eSIN(t ) - (x +
2
Xe(4ey — 1))«COS(2+t))
b)
2 2 2
#8: — SIN(2emm) - COS(m ) + 1 2 2
4ee e ((meSIN(2em) «COS(m ) +
2 2 2 2 3
4em1eCOS(mmr )e(COS(m ) — 1))eSIN(m ) — (SIN(2em) +
2 2
SIN(2em)e(4¢COS(r ) — 1))+COS(2em))
2 2
#9: SINCm ) 23 2
— 16emmee «SIN(mr ) «COS(m )
#10: -4.,350483943

\f es decreciente en t:n|
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29.- La ecuacion x3 +y2 + 23 —xyz=0 define de forma implicita a z como funcién de x e
y, se pide:

a) La derivada direccional de z en el punto P(1,-1) en la direccion del vector (1,-2)

b) La direccion en P donde la z tiene el méximo decrecimiento y el valor del maximo
decrecimiento.

¢) El plano tangente y la recta normal en P.

Solucion:
a)
3 3 3
#11: X +y + 2z - Xeyez =0
d 3 3 3 2
#12: — (X +Y + 2Z - Xeyez) = 3ex — yez
dx
d 3 3 3 2
#13: — (X +Yy 4+ Z — Xeyez) = 3oy — XeZz
dy
d 3 3 3 2
#14: — (X +Y + Z - Xeyez) = 3ez — Xey
dz
ET gradiente de z es
2 2
3ex — yez 3ey — XeZz
#15: - , —
2 2
3¢z - Xey 3ez — Xey
3 3 3
#6: 1 + (-1) 4+ z - 1le(-1)ez =0
3 3 3
#17: SOLVE(L + (1) + z - 1e(-1)ez =0, 2)
#18: z=-Lvz=Lvz=0
2 2
3¢1 - (-1)-0 3¢(-1) - 1.0
#19: - , — = [-3, -3]
2 2
3¢0 - 1.(-1) 3¢0 - 1.(-1)
1 2 35
#20: [-3, —3]-[ y — ] =
J5 J5 5

b) EI maximo decrecimiento corresponde a un angulo de 180° cuyo coseno vale -1, luego la
direccion es la opuesta al vector (-3,-3)
u=(3,3)

Y el valor del maximo decrecimiento

#21: |- [-3, -31] = B2
)]

La ecuacion del plano tangente en el punto P (x=1, y=-1, z=0), es
#22: 2z -0 == 3e(x = 1) = 3¢(y + 1)

#23: z = - 3¢(x +y)

Operando y pasando al primer miembro queda: [3x+3y+z=0
Un vector ortogonal al plano es (0,1,-3) por lo que una ecuacién de la
recta normal en P es
x -1 y +1 z-0
#24: = =
0 1 -3

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: Métodos Matematicos 42




Diferenciabilidad de funciones de varias variables

30.- a) Sea una funcion diferenciable z=f(x,y) y sean r y a las coordenadas polares de
cada punto (x,y), se pide hallarg,z en funcion de Q,g
or oo OX oy

c) Comprobar el resultado anterior considerando el cambio a polares de la funcién

Z =4/25-5x2 —5y?

Solucién:

2 2
#24: z = J(25 - 5ex - 5ey )

d 2 2 d d 2
[—— J(25 = 5ex — Sey )}-—— (reCOS(x)) + [—— J(25 - 5ex -

#25: dx dr dy
2) d J5exCOS () J5eyeSIN(®)
Sey )]-—— (reSIN(e)) = - -
dr 2 2 2 2
JEx -y +5) Jx -y +5)
J5exCOS () J5eyeSIN(®) J5er
#26: 2 2 ) 2 2 T 2
Jx -y +5) J=x -y +5) JG - r)
d 2 2 d d 2
[—— J(25 = 5ex - Sey )}-—— (reCoS(x)) + [—— J(25 = 5ex -
#27: dx do dy
2) d J5erexeSIN(®) J5ereyeCOS(x)
Sey )]-—— (reSIN(ex)) = -
do 2 2 2 2
JEx -y +5) Jx -y +5)
J5erexeSIN(®) J5ereyeCOS(x)
_ -0
#28: 2 2 2 2
JEx -y +5) Jx -y +5)
2 2
#29: J(25 - 5¢(reCOS(®)) - 5¢(reSIN(®)) )
2 2 2
#30: J(25 — 5¢(reC0S(0)) - 5¢(reSIN(e)) ) = /5¢J(5 - r )
d 2 J5er
— (55 -r)) = -
#31: dr 2
JG - r)
d 2
#32: — (f5J(5-r)) =0
do
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31.- La ecuacion z° +2xz+yz-x =0 define una funcién z =f(x,y) diferenciable en un
entorno del punto P(1, -2). Se pide:

2
a) El gradiente de z en el punto P y la derivada de segundo orden g 22 (P)
X

b) El plano tangente y la recta normal en P.

. . q - -, T
c) La derivada direccional en P en la direccion o = =

Solucién:

a)F(x,y,2)= 2 +2xz+Yyz-x=0 define implicitamente a la funcion z = f(x,y).
2°4+227-272-1=0=>72=1=1z=1

El vector gradiente de f en el punto P es V?(P) = E,Q
ox oy ),
0z G%X 2z-1 0z 1
_:_8F =T a2 :_(P):__
X / 32 +2x+y X 3
0z > 1 1
oF = [1e)-(33)
0z Ay z 0z 1
~  OF/ =22 :>_(P)=__
oy éz 322 +2x+y oy 3

(322 +2X+y)aax(22_1)_(22_1)@8)((322 +2X+y)

a_%:i(@]:i_ 21 ).
ox: ox\ox) ox\ 3z2+2x+y) (322+2x+y)2
2 g_ - g - 1 B 1
:_(32 +2x+y)26x (22 1)(626X+2j:>azz(|3):_3( 23} (63+2j:__2
(32 +2x+ y)2 o ° ;

b) Ecuacién del plano tangente a la superficie z en el punto P:

of of 1 1
z-1, _a—X(P)(x—xo)JrE(P)(y—yo)@z—1:—§~(x—1)—§-(y+2)<:>\x+y+32—2_0

Recta normal en P (pasa por P y es perpendicular al plano tangente en P):
X=1+A
y=-2+A
z=1+3\

of (P (1 1]_[1 \@J:_1+\/§

6
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3x

32.- La temperatura en un punto (X, y) de una lamina metalica es T(X,y) = ——.
X +y

a) Hallar la curva de nivel (isoterma) que pasa por el punto P(2, -1).

b) Hallar la direccion de maximo crecimiento de la temperatura en P.

c) Hallar el coeficiente de variacion de la temperatura en P en la direccién de la bisectriz
del primer cuadrante.

d) Hallar, usando la regla de la cadena, el coeficiente de variacion de la temperatura a lo
X = 2sent

y =cost
e) Si la cota de error en la medida de “x” es de £1% y en la de “y” es de 2%, hallar el
maximo error propagado de T en P.

largo de la curva {

Solucion:
a) Para hallar Ta curva de nivel en P(2,-1) calculamos previamente el
valor de T(P)

3.2 6
#1: 2 2 5
2 + (-
La curva de nivel en P tiene por ecuaciodn
6 3-x
#: 5 2 2
X +y

Operando obtenemos x2+y2-5/2x=0 que corresponde a una circunferencia de

centro (5/4,0) y radio 5/4.

b) La direcciéon de maximo crecimiento sabemos, por teoria que es la del
vector gradiente.

2 2
d 3.x 3.(y -x)
#3: —_ =
dx 2 2 2 2 2
X +y x +y)
d 3.x 6-X-y
#4: dy 2 2 2 2 2
X +y x +y)
ET vector gradiente en un punto (x,y) es:
2 2
3.(y -x) 6-X-y
#5: , —
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)
Y en P es:
2 2
3.((-1) -2) 6-2-(-1) 9 12
6: - :[__,_]
2 2 2 2 2 2 25 25
2 + (D) 2 + (D)
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c) Se nos pide Tla derivada direccional de T en P y en la direcciéon o=mn/4

e
#7 - —, — || COS| — |, SIN|— || =
25 25 4 4 50

d) Aplicamos Tla regla de la cadena a T a lo largo de Ta curva x=sent, y=
cost, y sustituimos x e y por las funciones de t que definen x e y

2 2
3-Cy -x) 6-X-y
#8: -(2-COS(E)) + |- - (- SIN(Y)) =
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)
2 2
6-(y - x ).COoS(t) 6-x-y-SIN(t)
+
2 22 2 2 2
x +y) x +vy)

2
6-COS(t)-(1 - 3.-SINCY) )
#9:

2 2
(3-SIN(t) + 1)

e) E1 error propagado maximo (en la medicion de T) se obtiene a partir de
la formula de 1a diferencial total de T

d 3.x d 3.x
dar = | — —— |- dx) + | — ——— |- (dy)
#10: dx 2 2 dy 2 2
X +y X +Yy
2 2
3.0y -x) 6-X-y
#11: dT = <(dx) + |- - (dy)
2 2 2 2 2 2
x +y) x +y)

Ahora sustituimos x=2, y=-1,dx=+0.01, dy=+0.02 y se obtiene la cota de
error que denominamos "error propagado maximo"

2 2
3-(C-1) -2)
error propagado maximo = «(+0.01) + |-
2 2 2
@2 + (-1 )
6-2-(-1)
- (£0.02)
2 2 2
2 + (-1 )
#13: error propagado maximo = (-0.36)-(+0.01) + 0.48.(+0.02)

error propagado maximo = + |0.36-0.01 + 0.48-0.02]
error propagado maximo = +0.0132
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33.- Dada la superficie 26X’ ~3=0. Se pide:

a) Hallar la curva de nivel correspondiente a z = 1. ;Qué tipo de curva es?

b) Hallar el plano tangente y la recta normal a la superficie en P(2, 2).

c) Estimar, mediante la diferencial, el incremento de la funcion, al pasar del punto P
(2,2) al punto (2.01, 1.99).

Solucién:
2 2
#1: X -y
z-e -3=0
a)
2 2
#2: X -y
1l.e -3=0
2 2
#3: X -y
e -3=0
2 2
#4: [ X -y ]
LN\e = LN(3)
2 2
#5 X -y = LN@)
2 2
X -y
#6: =1
LN(3)

Es una hipérbola equilateral de semiejesa =b =+/In3

b)
d 2 2
#7: —[ X -y ]
dx \z.e -3
2 2
#8: X -y
2:X-Z-€
d 2 2
#9: —[ X -y ]
dy \z-e -3
2 2
#10: X -y
— Z.y.z.e
d 2 2
#11: — [ X -y ]
dz \z.e -3
2 2
#12: X -y
e
2 2
#13: 2 -2
z-e -3=0
2 2
#14: [ 2 -2 )
SOLVE\z-e -3 =0, z, Real
#15: z =13
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Particularizamos las derivadas en el punto (2, 2, 3):

2 2
#16: 2 -2
2:2:3-e
#17: 12
2 2
#18: 2 -2
- 2-2-3.e
#19: -12
2 2
#20: 2 -2
e
#21: 1

Y sustituimos en la ecuacion del plano tangente:
Bk PYx=2)+ 5 (P)(y~2)+ I (P)(z-3)=0

#22: 12.-(x - 2) -12-(y - 2) +1-(z-3)=0
#23: l2.x —12.y +z -3 =0

Recta normal en P:
#24: [x, vy, z] = [2, 2, 3] + A-[12, -12, 1]

#25: K=12A+2Ay=2-12AAZ =X\ + 3
c)
Af(P) = df (P) =1, (P)AX +f‘y (P)Ay

oF. (P)

/X —_12

R 7T

oF/ (P)
', (P) =——Ay =12

ok ()

= Af(P) ~ ~12x0.01+12x (-0.01) ~|-0.24
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Solucion:

Limites radiales

. _xmx+m’x* . om+m’x m
a)limf(x,y)=lim————-= — = -
xy)-00) *¥0 X“+mX =0 14m 1+m
y=mx
Los limites radiales depende de m, luego, no existe el lim f (x, y).

(x,y)—(0,0)

Por tanto, f no es continua en (0, 0)|.

b)
£.0,0) = lim O =TOO _;,,070 ;6 _[g]
h—0 h h—0 h h—0
k3
= -0
, L fOK)-F(0,0) . k2 o
f',(0,0)=1im > = klmT—ml_
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35.- a) Hallar la derivada direccional de z = 2xy > en el punto (1,0), seguin la direccion
X -y

del vector U =(-1, 1):
a;) Aplicando la definicion.
ay) Mediante la diferencial.
b) ¢Cual es la direccion de méximo crecimiento de z en el punto (1, 0)?

Solucion:
a)

2) 2

3.2)

2 0n=viwo-L

ou lu|

ey YOCHYD) oy

fx(x,y)—(xz_yz)2 = 1,00=0 ( 1 1} :
2, \2 = —(1,0)=(0,1)- =55

f'y(X,y)=M:f'y(1,o):1 ou 2 2 2

(X —y*)°

b) La direccion de méaximo crecimiento de z en el punto (1,0) viene dada por:

vf (1,0) = (0, 1)
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36.- Dada la superficie x* + 2y? + z= 10, con z >0, se pide:

a) Hallar la curva de nivel correspondiente a z = 1. ;,Qué tipo de curva es?

b) Hallar el plano tangente y la recta normal a la superficie en P (2, 1).

c) Estimar, mediante la diferencial, el incremento de la funcion, al pasar del punto (2,1)
de su dominio, al (2.01, 0.99).

Solucién:
F(X,y,z2)=x*+2y*+2°-10=0; z>0

a)

2
7=1=x*+2y*+1-10=0 =x*+2y*=9= %+ -1

N

Es una elipse de semiejesa=3, b :i

N

b)

le(Po)(x_xo)"":'y(Po)(y_yo)‘H:'z(Po)(z_zo)zo

F.=2x=F' (21)=4

F',=4y=F' (21 =4

F' =22, 4+2+2°=10=>7°=10-6=4 =1z=42; como z>0, z=2

F,2)=22=4

Plano tangente:

4(x-2)+4(y-1)+4(z-2)=0 < x-2+Yy-1+2-2=0< [X+y+2-5=0

Recta normal:

X=2+4
y=1+4
2=2+1

Pues ﬁ =(1,1,1) es perpendicular al plano tangente en (2,1)

c)
Ax=0.01
Ay =-0.01
Af(2,1) = df (2) = ' (2DAx+ f',(2,1)Ay
froy--ta@h_ 4
F' (21 4
F'2) 4 — Af (2,1) ~ (=1):0.01+ (~1):(~0.01) =[0]
frE)=-——2t""7-_"__
’ F' 1) 4

U. D. de Matematicas de la ETSITGC Asignatura: Métodos Matematicos 51




Diferenciabilidad de funciones de varias variables

37.- a) Deducir cudl es la direccién de maximo crecimiento de una funcién diferenciable
z=f(x, y) en un punto P(X,, Y, )-

b) Decir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:

b1) Si ( )IiEn )f(x,y) = L, entonces obligatoriamente existe el limite a lo largo
X,Y )\ X0,Yo

de cualquier camino que pasa por (Xo,Yo) Y vale L.
b,) Si fes diferenciable en (X, yo), entonces f es continua en (Xo, Yo).
bs) Si f tiene derivadas parciales en (Xo,Yo), entonces f es continua en (Xo, Yo)-

Solucién:

a)

at

ou

(P)=V{E(P)u=Vf(P)||u|cos(a) esmaximacuando cos(a)=1 siendo:

A

a = Vf (P),u=0°

Luego, la direccion y el sentido de G coincide con los de V?(P).

b)

b,) VERDADERQ

b,) VERDADERQ|

bs)
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38.- a) Hallar la derivada direccional de z =

del vector U = (1,-1):
a;) Aplicando la definicion.
ay) Mediante la diferencial.

Xy

en el punto P(1,0), segun la direccion

X+Yy

b) Razonar si z es creciente o decreciente en P en la direccién de .
c) ¢Cual es la direccion de maximo crecimiento de z en el punto (1, 0)?

Solucion:
a)
) u (1 1]
1) —— =\ —F/7— ——F—
u] W2' o2
A A
fll+=,0-—— |- (10
N 1,0)= 1im (+ﬁ ﬁj ( )_nm B UL |
ou -0 Y 0 | \[2 2 2
3.2)
7, =PI XY o (10)=0
(x+y)
Z‘y: w = Z\y (1'0) = l
(x+y)
of > 1] 1 1 -1
- 1,0 = Vf 1,0 = 0, 1 —_—,——=|= -
F00= Va0 =00 S5 )= | 5
b) [z es decreciente en P en la direccién de G| por ser ﬂ(1,0) - . Lo
2 72

c) La direccion de maximo crecimiento de z en el punto (1, 0) viene dada por:

vf(L0)=(0,1)
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Solucion:

a) Para calcular las derivadas parciales de primer orden derivamos implicitamente la funcién

F(x,y,z)=0:
Respecto a x:
2x+22%+y+ 22:0 en el punto (0,-1,0) es 0+2.0.ﬂ_1+2@=0:
OX OX OX OX
®(0,-1,0)=1
OX 2

Respecto a y:

2y+22g+x+2§:0 en el punto (0,-1,0) es _2+2_0.Q+2E:0:
oy oy aqy oy
% (0,-1,0)=1
oy
b) Para calcular la diferencial:
dz=ﬁdx2+Edy=10.02+1-0.02: 3
OX oy 2 100

¢) La ecuacién del plano tangente en (0, -1, 0) es z :%x+(y+1) —X+2y—-22+2=0
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Solucion:

0z _0z0ox  ozoy

ou Oxou oy éu

g=2x—2y=2u—2uv+4v
OX
g=—2x+2y:—2u+2uv—4v
oy

a_le sz

ou ou

0z 0z 0x 0z0y

—_——+——:\2u—4uv+4v+2uv2 —4v?
ou oOxou oyou
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

_ (2x?+3y?)sen ——
41.- Sea f :R* »> R la funcion: f(x,y) = X2 +y?
0 si (x,y) =(0,0)

Estudiar si f es diferenciable en un punto (a,b).

si (x,y) #(0,0)

Solucién:

En cualquier punto (a,b) = (0,0) es diferenciable por ser composicion y producto de funciones
diferenciables, con denominador no nulo.

Obtenemos las derivadas parciales:

o)t 2hzsen|1|—0 .
f (0,0)=Ilim (h,0) - (0’0)=I|'m—=2Iimhsen—=0
h—0 h h—0 h h—0 |h|
£(0,k) (0,0 3I(Zsen|ll<|_0 1
f,(0,0)=1im 0.k)-1(0, ):Iim—:BIimksen—:O
k-0 k k=0 k k—0 |k|

Para que f sea diferenciable en (0,0) se necesita que el limite sea cero:

[f(h,k)~f(0,0)]-[ hf",(0,0)+kf,(0,0) ] o 2073k 1

lim sen =0
(h,k)—(0,0) /h2+k2 (h,k)—(0,0) /h2+k2 lh2+k2

Efectivamente en coordenadas polares queda:

IResulta f diferenciable en (0,0), y por lo tanto en todo punto (a,b).

Nota: a pesar de ser f diferenciable en el punto (0,0) las derivadas parciales no son continuas
en dicho punto.
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

x2y )|senx|+ [seny|
0 2 A Ao X+y+ 2 2
42.- Sea f:R? » R la funcion: f(x,y)= x> +y x| +]y]
0 si (x,y) =(0,0)

si (x,y) #(0,0)

&f (0,0)

a) Hallar la derivada

respecto del vector U =(cosa,sena) y en particular las

8f(0,0)  4f(0,0)
ox Y oy

derivadas parciales

b) Estudiar si f es diferenciable en un punto (0,0).

Solucién:

a) Segun la definicion de derivada segin un vector:

of(0,0) _ . f(hcosa, hseno) (0,0 _
ou h—0 h
~h (cos oL+ Sena. + cos? asena)(|sen(h cosa)|+|sen(hsena)|)
= h|h|(jcosa|+|sena] ) -

_ (cos 2 . |sen(hcosa)|+[sen(hsena)|
= (cos o+ sena + cos” asena ) lim _
>0 |h|(|cosol+ [sena)

- (COS“ +sena. +cos” asenod ) Iim |hcosal+|nseno -
n>0|h|(|cosa+[senal)

= (cos oL+ senoL + Cos? asena)

Las derivadas parciales se obtienen para aa.=0y a :g

8f(0,0)_8f(0,0)_1 6f(0,0)=af(0)0)=1
x 8l oy g

b) Una condicion necesaria para que f sea diferenciable en (0,0) es:

of (0,0) _ of (0,0) —— of (0,0) sena.
ou OX oy

gue en nuestro caso no se cumple puesto que:

COS 0. + Sena. + COS” aLsena. # COS o + Sena.

Luego ff no es diferenciable en (0,0)‘
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%25 Diferenciabilidad de funciones de varias variables

43.- Sea z = f(x,y) una funcion con derivadas parciales continuas. Aplicar el cambio de
: _ju=xy .01 01 01 2 (or oz
variables: , , alaexpresion: —+2 S —r—
V=X"+Yy OX oxoy oy- x+ylox oy
Solucion:
u < X
<
v <

Derivando hasta el segundo orden y aplicando la regla de la cadena:

0z 0z ou 82 ov 0z 0z
______ —.2X

x wox wox awlTw

2 2 2 2 2
E:i(gjzi(gy+g2Xj:(£y+ 0z 2xjy+£ 0z y+a_ 2)(]2)(_}_%.2:

ox?  ox\ox) ox\ou ov ou? Ouov oVou ov?
0%z 2, 0%z 0%z 0z
= . AXy +— - 4x* +2—
ou’ yr Ouov y

0%z ofoz)_ofaz 0z 82 0%z 0%z 0%z 0z
X+—:2Y |= X+ 2y |y + Xt+—-2y [2X+—-1=
u ou ov 0

axay ox 8y ax au ov o’ ouov OV u
0%z 0%z s o O° oz
=—— XY+ 2(X“+ Yy )+—-Axy+—
ou? y oud Xy 7Y 0

a_zz—i g —i(g.x_F@.Zy]— a_zz.x+ 822 2y X + 622 -X+i 2y 2y+g2_
2 ovou ov? ov

oy> oyley) oy\au ov ou ouov
o’z , 0z 2 , .0z
= + AXY +—-4y° +2—
ou’ ouov YR ov

Sustituyendo en la expresion dada:
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables
0°z 0’z oz 2 (oz oz
>+2 t—- —+—
OX oxoy oy° Xx+ylox oy
2 2 2
_9 §~y2+ 0’z -4xy+a—§~4x2+2g+
ou ouov ov ov

0%z 0%z
2| —5 Xy +
ou ouov

2 2 2
0 z 2, 02 ~4xy+a—§~4y2+2g—
ou ouov ov ov

0’z oz
2+ Y+ —Axy +— |+
OC+y)+—5-4xy auj
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%% Diferenciabilidad de funciones de varias variables

X3

44.-Sea f(x,y)={2x*—y*—xy si (x,y)=(0, 0)
0 si (x,y) = (0, 0)

a) Hallar el dominio de la funcién f(x, y).
b) Calcular el limite de f(x, y) en (0, 0) a lo largo del camino y = x — 2 .

c¢) Estudiar la continuidad y diferenciabilidad de f en el origen.

o (x,y) of(xy)
OX /

d) Calcular en los puntos (0,0) y (2, -1).

e) Determinar en el punto P(2, -1) el valor de la derivada de f(x,y) en la direccion del
vector T =<1,J§).

Solucion

a) La funcion f(x,y) esta definida en aquellos puntos que no anulan el denominador
—X £ /X% +8x? :{y= X

2 y =-2X

2 -y -xy=0 < yP+xy—-2x*=0= y=

D:{(x,y)eR2/y¢x;y¢—2x}

. . x® . x® 1
b) (xyl)lg(]OO)f(X’y):le 2 2)2 2 :LILT(}G ) “ 78|
y:‘x—2x2’ 2X _(X—ZX ) —X(X—ZX ) X" —zX

c) Al aproximarnos al punto (0,0) por rectas de la forma y = mx se obtiene un limite
distinto al del apartado b), por tanto, podemos afirmar que no existe limite de la
funcién en (0, 0).

3
. . X . X
lim f(x,y)=Ilim =lim—————=0
(x,y)—(0,0) ( y) x—0 2)(2 — m2X2 — m)(2 x>0 2 — m2 -m

y=mx

Por |no ser continua en (0,0) tampoco es diferenciable, ya que toda funcién
diferenciable en un punto debe ser continua en dicho punto.

3

g OO L H(00-100) opz O :
oX h—0 h h 2
oM(0.0) i 00100 0-0

k—0 k k
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22" Diferenciabilidad de funciones de varias variables

En el punto (2, -1) la funcién es continua y las derivadas parciales son

ﬂ:x2(2x2—2xy—3y2):>ﬂ 2 1)- X (2x* —2xy —3y?) :

OX (2x2—xy—y2)2 ax( (2x2—xy—y2)2

(2-1)
of _ x®(2y +x) N Q(Z ) x®(2y+X) _[0]

oy (2x2—xy—y2)2 oy (2x2—xy—y2)2 o

e) En (2, -1) la funcion es diferenciable, ya que se trata del cociente de dos funciones
polinomicas con denominador distinto de cero.

Vi(2,-1) = (?—X (2, —1)%(2, —1)} = (g,oj

D,f(2.,-1) =”ET”Vf (2,-1)= (%?J(goj :
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@ Diferenciabilidad de funciones de varias variables

Solucioén:

a) Limites reiterados:

=lim==
X1 2X—2 x-12 2

nm(mnﬂxyﬂ_ym[wg "

3 X+2y-5). 2y—-4 . _
Ilm(llmf(x y)) !{lir;(lxlm >y ]!IILT; 2y _Iy|Lr2|(—2)_—2

x+2y—5]"m x-1 1.1

Luego no coinciden, No existel.

b) No puede ser continual, ya que no existe el limite.

c) lNo puede ser diferenciable\, ya gue no es continua.
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

X=U-V
46.- Sea la funcion z =f(x,y) con derivadas parciales continuas y sean { las

y=v-u
. . . . 0z 0z
ecuaciones de un cambio de variable, se pide demostrar que —+— =0 y comprobarlo

para z = (x—y)sen(y—Xx)

Solucion:

X=U-V
ook, mdy | a_ax 2y em{

Bl 2y + , luego:

ou oOxou oyou oV OXOov oyov =V-u

%:1, g:—l, %:—1, Qzl,por lo tanto, Q:Q_@ y Q:_@+@:
ou ou ov ov ou oOx oy ov ox oy

az+g_az 0z o0z oz _

U v Ox oy Ox oy

Para z = (x—y)sen(y — x), tenemos que:

% =sen(y — x)— (x - y)cos(y — x), 2—; = —sen(y — x)+ (x— y)cos(y — x), luego:

%:%-%: 2sen(y —x)—2(x— y)cos(y — x)
oz _ oz o

v &+5 = -2sen(y — x)+ 2(x — y) cos(y — x)

. 07 0z
En consecuencia, — +—=0.

ou
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Diferenciabilidad de funciones de varias variables

X=2U-V
47.- Sea la funcion z = sen (2x + 3y). Se efectua el cambio de variables: { 5
y=v-2u
s
Uu=—
Hallar oz y (a3 en 2
ou - ov
v=0

Solucion:

Aplicando la regla de la cadena, las derivadas parciales de z respecto de u y v son
respectivamente:

0z 0z OX 0Oz oy 0z 0r0Xx 0Oz oy X=2u-v _
—=——+— Y —=——+—— pero , luego:
ou oOxou oyou oV OXOov 0Oy ov =V-—
6—X=2, Q:—z, a—X:—l, Q=1,porlotanto,a—zzza—z—zg y Q:_QJFQ
ou ou ov ov ou ox oy ov ox oy

Por otro lado:

oz =2c0s(2x + 3y)
OX

0z
— =3c0s(2x + 3y)
oy

Particularizando

. D (7 —m) = 2c08(—m) = 2
u=— X=T OX
2= =

a(n, —n) =3c0s(—mn) = -3

Sustituyendo arriba, se obtiene:

0z 0z 0z
—=2——2—=2(-2)-2(-3)=P2
Y (-2)-2-(-3)

ou OX

0z 0z 0z

— =4 —=—(-2)+(-3 ::
ov oX oy (=2)+(=9)
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Derivadas parciales

Sea z=f(x,y) una funcién definida en un subconjunto DcR? y sea P=(x,y)eD.

z

< >
K 7 )
Plz, v
e Si i=(1,0)=1, se denomina simplemente derivada parcial de f respecto de la variable x. Se
designa f, (P), o bien, Z—L(P). Es decir:

f(P+h(L0) ~f(P) _ . fix+h,y) f(x,y)
h  ho0 h '
e Anélogamente si Gi=(0,1)=j, se denomina derivada parcial de f respecto de la variable y Se

of
f.(P)=—/P)=1Ii
X( ) ax(P) m)

designa f, (P), o bien, Z—f(P) . Es decir:
y

@)= % @) =1im f(P + h(or,]1)) f(P) _ i f(x,y + hg fxy)

Derivadas parciales de orden superior

Sea la funcion z=f(x,y). Si existen las derivadas parciales en todo su dominio, o al menos en una
parte de él, pueden definirse las funciones fy, fy, donde existan, como funciones de x e y. Se
obtienen asi cuatro derivadas parciales de segundo orden que designaremos:

2
> (fX )X =fxx10 bien, i(ﬂj—ﬂ

ox\ox) ox?’
2
> (fy), =fyx, o bien, ai(%j:%
X X
o (of) o°f
2
> (fy) =f,y, 0 bien, %(afJ:ﬂ



Continuidad en un punto

Una funcion z=f(x,y) es continua en un punto (Xo,Yo) Si Y solo si verifica las tres condiciones
siguientes:
1. Existe f(Xo,Yo), €S decir (Xo,Yo) €S un punto del dominio de la funcion.

2. Existe lim  f(x,y) =L, siendo L un nimero real finito.
(.)=(Xo.Y0)

3. L=f(Xo,Yo).



Definicion
Se dice que la funcidn z=f(x,y) es diferenciable en el punto Py(Xo,Yo) Si y solo si
su incremento total en dicho punto (al pasar del punto Py a P) se puede escribir en la

forma:

Az =1(5,) ~F(x0,¥0) = (o)x—x0) + £ (Po Ky ~yo) + 09 3¢

N

N
& Az =VE(Py)-(X—Xg,Y—Yg)+O(V) siendo V=PyP=(x-Xq,y-Yq) Yy O(V)
un infinitésimo de orden mayor que |V|, es decir:

0W) _  f(P)=F(Py) = VF(P)-V _

V0 [V [vo0 V]

0.




Derivadas direccionales

Sea z=f(x,y) una funcién definida en un subconjunto DcR?y sea P=(x,y)eD.

z

< :
X y

Pz y)

e Sea U un vector del plano vectorial euclideo R? con |D| =1, Cuando exista y sea finito el
lim f(P+hu)-f(P)
h—0
vectoru. Se designa por (P, 0).

, se denomina derivada direccional de f en P en la direccion del



Derivada respecto de un vector

Sea z=f(x,y) una funcién definida en un subconjunto DcR?y sea P=(x,y)eD.

z

< :
X y

Pz y)

e Sea U un vector del plano vectorial euclideo R :

Cuando exista y sea finito el lim F(P+hu) —1(P)

! , Se denomina derivada de f en el punto P
—0

respecto del vectoru .



Gradiente de una funcion en un punto

Si estan definidas las derivadas parciales de una funcion z=f(x,y) en un punto P=(x,y)eD, se
denomina vector gradiente de f en el punto P, o simplemente gradiente de f en P, y se designa

Vf(P), al vector

VE(P) :(?—X (P)% (P)] = (P)i +f,(P)j.



Plano tangente a una superficie en un punto

Sea z=f(x,y) la ecuacién de una superficie S definida en un subconjunto DcR? y
Po(Xo,Yo) eD. Designamos por zo=f(Xo,Yo) Y por Py (Xo,Y0,20) €l punto correspondiente en la
superficie S.

=

e
e

Cuando exista, el plano tangente = a la superficie S en el punto Po, (Xo,Yo,20) €S:

of f
n=z-2, :a—X(PO)(x—xo)+%(Po)(Y—YO)

()(f—;j (y—yo>+(ﬁjpo<z—zo>:o@v"F<Po>~a?x:o



Las reglas de la cadena

1. Sea una funcion z=f(x,y) que tiene derivadas parciales continuas fy, fy, en (x,y) y

X = X(t)

sean dos funciones { ) diferenciables en t. Entonces la funcién compuesta
y=y

z =f(x(t), y(t)) es diferenciable en t y se verifica que:

dz_of ox  of dy
dt ox dt  ay dt

=?f(x(t),y(t))-(i—f,z—fj

2. Supongamos ahora una funcion z=f(x,y) que tiene derivadas parciales continuas f,
x =x(u,v)

. La funcién compuesta
y=y(u,v)

fy, en (xy) y sean dos funciones {

z :f(x(u,v),y(u,v)) es una funcion de u y v en los puntos donde esta definida,
verificandose ademas que si x e y tienen derivadas parciales continuas respecto de u
y Vv, entonces existen las derivadas parciales de f respecto de u y v que vienen dadas

por las expresiones:

0z 0Z0OX 010y
_—__+__

u
Z<X<V U oxou oy au
u 0z 0z0X 0z0oy
¥ A A
<

N OXOV Oy ov

De manera analoga se podrian definir las reglas de la cadena para funciones de tres o

mas variables.



Dominio de definicion o campo de existencia.

Conjunto de valores para los cuales se pueden efectuar los calculos que indica la expresion
analitica de la funcion.

D ={ X € R" tales que, existe y = f (X) }



Curva de nivel

Dada la funcion z=f(x,y) y una constante c. Una curva de nivel es el lugar geométrico de los
puntos del plano para los cuales f(x,y)=c.



Coordenadas polares

Sea O un punto fijo del plano, denominado “polo” y sea la semirrecta de origen O, denominada
“eje polar”. Entonces cualquier punto del plano P, queda determinado por el par (r, 6) siendo r la
distancia euclidea del punto P al polo (r > 0) y 06 el argumento, el angulo formado por el eje

X=rcoso

polar y el segmento OP en el sentido positivo (contrario a las agujas del reloj). { 0
y =rsen

A

P (x,y)

0 Argum(lanto

D Polo X Eje




Crecimiento

Una funcion es estrictamente creciente en un intervalo cuando para dos puntos cualesquiera
situados en él “x” y “x+h” se verifica: x < x+h = f(x)<f(x+h)

Si f’(a)>0, la funcion f es creciente en a



Concepto de limite

Sean z=f(x,y) una funcién real de dos variables reales cuyo dominio es un subconjunto DcR?
L un ndmero real y (Xo,Yo) un punto de acumulacion del dominio D.
Diremos que el limite de la funcion z=f(x,y) cuando (x,y) tiende a (Xo,Yo) €S €l ndmero L y

escribiremos lim  f(x,y)=L siysolosi:
(va)_>(X0|YO)

Para cualquier nimero >0, existe un numero >0 tal que para todos los puntos (x,y)eD, siendo
(x,y) = (Xo,Yo), que verifiqguen que d((X,y),(Xo,Yo))< & entonces sus iméagenes verifican que
d(f(x,y),L)< €. Es decir:

lim  f(x,y)=L < Ve>0,38>0, tal que, todo (X,y) # (X,,Y, ) con
(XvY)_)(XO'yO)

\/(x—xo)z +(y-yo)* <8=[f(x,y)-L <e.
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