INGENIERIA TECNICA INDUSTRIAL.
CALCULO INFINITESIMAL.

HOJA 5: FUNCIONES DE VARIABLE VECTORIAL. DERIVADA.

EJERCICIOS

0. Obtener y representar graficamente las lineas o superficies de nivel de las siguientes funciones:
0.1. f(x,y) = x? +y2
0.2. f(x,y,2) =x? +y2 +z
0.3. f(x,y,z)= x? +y2 — 2
0.4. f(x,y,2)=(x—a)* +(y—b)*

2

1. Mediante el limite correspondiente, encontrar las derivadas direccionales de las siguientes funciones
en el punto P segun la direccion definida por v:

1.1. f(x,y)=x+2xy—3y2, P (1,2), V:[z’ij

55
12. f(x,y,2)=xyz, P(1,0,)) v—[io_—1
oduo s Vs - ) a9l )y - \/E’ iﬁ
xsen si (x,y)#0
1.3. f(x,y)= X2+y2 P(an)a V:(lal)
0 si (x,1)=0

14, f(x,y)=x*ye”, P(0,0), v=(11)

2. Mediante el limite correspondiente, estudiar todas las derivadas direccionales de la siguiente funcion
en el origen. Nota: utilizar un vector genérico v = (v|, v,):

o) =3xy

3. Mediante calculo del limite, demostrar que la siguiente funcién no es continua en el origen y sin
embargo existen todas las derivadas direccionales en dicho punto:

xy2

fOu) =452 +y4
0 si (x,y)=0

si (x,)#0

4. Aplicando el limite en su caso, calcular las derivadas parciales primeras de las funciones siguientes:
4.1. f(x,y)= X2+ y2 sen(xy)
42. f(x,y)=L (x2 +y2)

xy2

43. f(x,»)= x2+y4
0 si (x,)=0

si (x,1)=0

5. Calcular el gradiente de las siguientes funciones en los puntos que se indican:
5.1. f(x,y)= xzy—ny en (1,2)
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52. f(x,y)= nyz en (LO) y en (L)

x“—y
(x> + yz)sen; si (x,9)#(0,0)

53. f(x,y)= X2 +y? en (LI) y en 0
0 si (x.y)=(0,0)

2,.2
54. f(x,y)=e* "V -1 en (a,b)

a4 ' 0,0
55. f(x,p) =1 x% +? % (52)200) en (2-1) y en (0,0)

0 si (x.y)=(0,0)

5.6. f(x,y,z)= X2+ xyz + yzz en (1,0,-1)
5.7. f(x,y,z)=ycosx—ze™ +L(xyz) en (1,11

6. Para cada una de las funciones siguientes y mediante el gradiente, calcular el valor de la derivada
direccional en los puntos que se indican y segun las direcciones correspondientes:

6.1. f(x,y)=x+2xy—3y2, P (1,2), Vz(%,%j

6.2. f(X, Y, Z) =Xyz, P (1,0,1), V= (%’0’%j

Xy .
si (x,y)#0
6.3. f(x,3)=1x>+? P(2,-1), v=(2))

0 si (x,y)=0
64. f(x,y)=x*ye”, P (0,0, v=(L1)

7. Hallar la derivada de la funcion z = 3x* — xy + )° en el punto M (1, 2) segtin la direccion que forma
con el eje OX un angulo de 60°.

8. Hallar la derivada de la funcion z = 5x* — 3x — y — 1 en el punto M (2, 1) segtn la direccion de la recta
que une este punto con el punto N (5, 5).

9. Para cada una de las funciones siguientes, calcular el valor de la derivada direccional méaxima en los
puntos que se indican, asi como la direccioén en que ésta tiene lugar:

9.1. f(x,y)szxy en (L]

2 x
9.2. f(x,y):x ° en 1,2)
X+y
_ .2 2 2
93. f(x,y,2)=x"+y"+z° en (LL])
9.4. f(x,y)=x3+3xz+4xy+y2 en [%,—%}

9.5. f(x,y,z)zierzz—xy2 en (1,-1,0)
Xy

10. Calcular todas las derivadas parciales segundas de las funciones siguientes en los puntos que se
indican. Comprobar qué ocurre con las segundas derivadas cruzadas:

10.1. e, ) =x>+x>y%>-2y* en (1,2)

2/4



COsSXx

10.2. f(x,y)= —e¥ +sen(x+y) en (=11

11. Calcular las ecuaciones de la recta tangente y del plano normal a cada una de las curvas siguientes
en los puntos que se indican:

1L.1. r()=ti+2j+k en (3,9,27)
11.2. r(f)=e"i+2tj+Ltk en t=1
11.3. r(¢)=2costi+2sent j+5tk en (2,0,0)

_ 2
114. r@)=""" 7Y en (0,0,0)
y=x

12. Calcular las ecuaciones del plano tangente y de la recta normal a cada una de las superficies
siguientes en los puntos que se indican:

12.1. z(x,y)=x> + > en (3,4,25)
12.2. z(x,y)=sen(xy) en (1,7,0)

12.3. X e (3,—43)
5

z(x,y) = e
\/xz + y2

124, r(x,y)=xi+y j+2x> +4y>)k en (2,112)
13. Encontrar el plano tangente a la superficie z = x* + 2)* que es paralelo al plano x + 2y —z = 10.

14. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la curva expresada por interseccion de dos superficies en
cada uno de los casos y los puntos siguientes:

z=x%+y? (L.0.)
14.1. C= en (1,01
z=ﬂx2 +y2
xXy+xz+yz=3
14.2. CE{ s 2 o en (LLI)
x“=y +z7 =1

_2 2
143.c={""" 7Y en (213)
z=3

SOLUCIONES

0. 0.1 Circulos concéntricos de radio K.  0.2. Esferas concéntricas de radio K.
0.3. K =0 cono de seccion circular; K>0 hiperboloides de una hoja; K<0 hiperboloides de dos hojas.
0.4. Cilindros rectos circulares de centro (a, b) y radio K.

1. 1.1.-5, 12.0, 1.3.Noexiste, 1.4.0

2. Sélo existen en las direcciones de los ejes, y ambas tienen por valor 0.
2

%) .
L . . . . —= si v #0
3. Tomando un vector genérico (v, 12), las direccionales tienen por valor 1 v

0 si VI = 0
4. 4.1. Zl =2x+y° cos(xy), % =2ysen(xy)+ y2x cos(xy)  V(x,y)

X
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10.

11.

12.

13.

14.

2x . 2y :
42. 9 X2 +y? ot (52)=0 g _ X2 +y? o+ bny)eo
ox . oy .
No existe  si (x, )=0 No existe  si (x, )=0
6 2.2 3. 55
of % Si (x,y)¢0 of % Si (x,y);tO
43. =107+ %) =1 6
X y
0 Si (x,y)=0 0 Si (x,y)zO

5.1. grad f1,=(0,-1) 5.2. grad f; o = (0, 1); grad f; ;) no existe (no existe f'en este punto).

5.3. gradf(“)—[2sen\/_ \/_cos\/_j (ZSen\/_ \/_COS\/_jj; gradf(o ) =0

2,;2
54 gradfgp =2ae® P 14256 | Y(ab)eR?

5.5. grad f, .1, = (3/25, 6/25); grad fo0,=(0,0) 5.6.grad f10-n=21—]j
57.grad f(1,1,1)=(-senl—-e+1,cos 1 —e+1,—e+1)

6.1.-5, 6.2.0, 63. 2 64.0 7. 5+11\/§A 8. 9.4

2545

9.1. V2, G,_ﬂ 9.2, e\/%A , [%_gj 93. 243, (111)

9.4. Todas las derivadas son nulas en este punto.  9.5. \/g , (— 1,2,0)

10.1. =11, f,=-60, f.,=14, f,=-94, f,=/f.=8
10.2. f,=1-1/e—sen(-1), f,=1+1/e—cos(-1),

Jo=—1le—cos(-1), f,,=-1/e+2cos(-1), fo=fix=sen(-1)

11 x—3=222 2227 6y4272=786
6 27
x—e ! y—2 -1 -1
11.2. =T, =2 —e (x—e )+2(y-2)+z=0
e 2
x=-2 y z
11.3. ===—, 2y+5z=0
0 2 5
114. x=y=—2z, x+y—-z=0
-3 -4
121, 6x+8y—2z-25=0, 2 2=-Y"T_95
6 8
x—1
122. m;+y+z-27r=0, —=y—-m=z
T

123, 16x+12y 125247520, *—3_r+4_z=3/3

16 12 -125
124, 8x+8y—z—12=0, Y—2_y=1_z712
8§ -1
3
X+2y—z=—
YTETY
U Pt 2l SR D' SRV Bl S VDU D' SUVOD S e S e
0 1 0 0 2 0
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