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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1II - 2 de febrero de 2005 Problema 1

1. Todo subconjunto no vacio de @ acotado inferiormente tiene:

a) minimo.

b) supremo.

B

% | ¢) ninguna de las anteriores.

2. Todo subconjunto no vacio de Z acotado inferiormente tiene:
a) minimo.

[x]
I:' b) supremo.
[]

¢) ninguna de las anteriores.

5. El conjunto A = 2, [0, %) es

n=1
{—| a) vacio.
L:J b) abierto.
E ¢) compacto.

6.5 f(x) = {"L sy sl el conjunto {z € R /f(z) =0} es

0 six =0,

a) cerrado.
D b) abierto.

c) ni abierto ni cerrado.

2
a A\
. < -2
7. lnnn.---)oo (%) =
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8. Dada la funcién D(z) = {0

D gl il
D b) =0.
¢) no existe.

Fl & — e -

Sl

siz €Q

se verifica que lim,_,, D(x)
sizeR—-Q o

9. La funcién real f(z) = L definida en R — {0} es

u a) decreciente.
‘:' b) acotada.
¢) continua.

10. Si f : [a,b] — R es continua en [a, b], derivable en (a, b), y f(a) = f(b), entonces

F—J a) existe £ € (a,b) / f(£)

1 . - -
| f.)) existe un anico £ € {{!.,

o 4 o)
I X )

4 ninguna de las
L2

=,

0.

LY [/ Oftiey —
:Hf' J 5l =

anteriores.

11. La derivada de f(z) = arcsenz es

[] aa+ad72
D b) (1 —z)~1/2.

N N F1 - e2V—1/2
() L~ T G

Ead

12. Sea f : (a,b) — R derivable con f'(x) # 0 Vz € (a,b). Entonces f es

L]
[

a) mondtona creciente.
b) inyectiva.

¢) sobreyectiva.

13. El gradiente de f(z,y) = senz + €*¥ en el punto (0, 1) vale

D a) 0.
b) (2,0).
D c) (0,2).

14. Sea Y o0, an una serie real. Si lim,_,« @, = 0, entonces

a) la serie es convergente.

L]

(i

h) la corie es divercente.

[agend
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2.1 (1 punto) Demuestre, mediante el uso de la definicién de limite, que

1
lim — = 0.
n—oo 1,

55 ;
2.2 Considere la funcién f (z,y) = % — zy? + 93

2.2(a) (1.25 puntos) Estudie la existencia y, en su caso, el caracter (maximo o minimo) de los extremos relativos y absolutos
de f en R?.

2.2(b) (1.25 puntos) Estudie la existencia y, en su caso, el caracter de los extremos absolutos de f en

A={(z,)) eR?|0<2<3,0<y<z}.

Solucidn:

2.1 Observemos que E:; - {_)| = E;I
si € < 1 podemos tomar N = [ij + 1 > 1, donde [z] denota la parte entera de . De esta forma, se tendra que sin > N
entonces

1 1

1
1ol _
Zemsil) ity [L]Jrlg

o =] =

=

ya que {%] +1>

e

2.2(a) Dado que R? es un abierto, y f es diferenciable en todo R%, un punto de extremo, relativo o absoluto, (a,b) habra de
ser un punto estacionario de f y, por tanto, debera verificar la condicion necesaria D, f(a,b) = Dy f(a,b) = 0, es decir,

a—bH =0
3b% — 2ab = 0,

cuyas soluciones 501,

9 3
D= (i’ :?-) y p2 = (0,0).

a) Estudiemos p, = (%, %) Dado que para un incremento cualquiera (hy, h2) se tiene
j ; 9. . 2 9.
(h? — dyhihy + (6y — 2x)h3) (p1) = h? — 6hihs + Ehz = (hy — 3hg)® — ihé’

tenemos una expresion que claramente no conserva el signo para (hy, he) # (0,0) (témese hy = 3hy y entonces es
negativa, mientras que para by # 0y hs = 0 es positiva). Por tanto, f no alcanza extremo alguno en p,. La misma

g e . ; 1 :
conclusion se desprende del criterio basado en los menores de la matriz Hessiana, que en py es ( 3 9 | por lo que
2

se tiene Ay = % -9 = -g < 0.
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A=(3,3)
b
0
0=(0,0) & B=(3,0)
Figura 1: Dominio de la funcion f
2.2{b) Dado que el conjunto A C R es ceirado y acotado, se ivala de un compacto y, al ser f continua en A, por ser suma
de funciones elementales, f necesariamente alcanza extremos absolutos en A.

Observemos primero que los Gnicos posibles extremos en el interior de A, esto es, en el abierto A — Fr(A), son aquellos
que, correspondiendo a puntos estacionarios calculados anteriormente, caigan en el interior. El tinico de tales es py, que ya
se ha visto que no es extremo. Por tanto, solo resta estudiar F'r(A), es decir, la reunién de los vértices O, A y B y de los
lados b, 0 y a (véase la figura), es decir,

Fr(d) = {0,0}u{(z,y) eR |0<z<3y=2}U{3,3)}U{(z,y) eR |z =3,0<y<3}U
U{(3,00} U {{x,y) e R* |y = 0,0 < & < 3}.
Tenemos que f(0,0) = 0,f(3,3) = f(3,0) = ;3 Por otro lado, observemos que, tanto f restringida al conjunto
{(z,y) € R* |0 <z < 3,y =z}, como restringida al conjunto {(z,y) € R* |y = 0,0 <z < 3}, es la funcién de una variable

w:(0,3) = R, con u(x) = % que es estrictamente creciente. Finalmente, f restringida al conjunto
{(zy) e R |z =3,0<y <3}
es la funcion de una variable v : (0,3) - R, con v(y) =y — 3y + J. Como v'(y) = 3y? — 6y, v tiene un punto estacionario

en y = 2, que es minimo local de v, ya que v”(y) = 6y — 6 es positiva en y = 2. Observemos que v(2) = 1.
En conclusion, f tiene maximos absolutos en los puntos (3,3) y (3,0), mientras que tiene un minimo absoluto en (0,0).
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FUNDAMENTOS MATEMATICOS 1II - 2 de febrero de 2005 Problema 3

3.1 (1 punto) Demuestre por induccién que

LIPS B G LZH(Z” tl
4]

3.2 (a) (0.5 puntos) Calcule ¢l radio de convergencia de la serie de potencias

o0
> =1+ttt +a2%+...
n=>0

3.2 (b) (0.75 puntos) Calcule la funcion suma de la serie anterior en su intervalo de convergencia. Indique si la serie es
convergente en los extremos del intervalo.

3.2 (¢) (0.25 puntos) Indique razonadamente si la serie anterior converge uniformemente en el intervalo [—1/2,1/2].

™ 2y — - q.3 s f
Inc® Tt =2 dx® + 62°

Solucioén:

3.1 Paran = 1, el resultado es cierto pues
y 1:2:3
1° = ——.

6

Suponiendo el resultado cierto para n, comprobemos que se verifica para n + 1, es decir, que se verifica la igualdad

n+Dn+2)2n+3) 2n*+9In? + 13n+ G

f +n* + (n+ 1) g 6

Por la hipotesis de induccion, tenemos que

. . , nln+1)(2n+1 o n(n+1)(2n+1) +6(n+ 1)
12+22+...+nz+(n+[)3:‘-——”(”+ )6( B )-+-(n+1)3:"(’”r ) "+6}+’(”+ )

y, efectivamente, se verifica que

nn+1DCn+1)+6m+1)?% 2n*+3n +n+6n+12n+6 _ 20°+ 90 + 13046
6 - 6 - 6 ’

3.2 (a) 1 A serie de potencias | 4+ 22 +&* + 2% 4 ... es una serie geométrica de razén z?, y por lo tanto serd convergente si y

solo si |z?| < 1, es decir, si y solo si |z| < 1. Por 1() tanto, el radio de convergencia es R = 1.
Alternativamente, ]a serie se puede escribir como Zm o @™ con
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en el intervalo de convergencia (—1, 1). En los extremos del intervalo 2 = £1 la serie no es convergente por el razonamiento
descrito en el apartado anterior.
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3.2 (c) Por ser [—1/2,1/2] un conjunto compacto comprendido en el intervalo de convergencia, la serie converge uniforme-
mente en él.

3.2 (d) Obsérvese que la serie 2z + 423 + 62° + ... se obtiene derivando término a término la serie de potencias anterior
1422 + 2 +25 4 .... En el intervalo de convergencia, la serie 22 + 4z + 6z + . . . convergera por tanto a la derivada de la
funcién suma calculada en 3.2 (b), esto es, a

d 1 2z

del—22 (1 -—x2)%
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